Préparer l’entrée en MPSI/PCSI en Mathématiques

Le travail que nous vous proposons pour préparer la grande année de Mathématiques qui s’an-
nonce est double :

e vous assurer d’une bonne maitrise du programme du lycée;
e vous entrainer en calcul.
I. Le programme du lycée

Vous avez trouvé sur le site une excellente synthése des programmes des classes de Seconde,
Premiére et Terminale en Spécialités Mathématiques et en Mathématiques Expertes. Pour chaque
point mentionné dans le texte, nous vous demandons de réfléchir & ce qu’il signifie : définition ou
énoncé de théoréme précis, image mentale, usage que vous pouvez en faire, interactions possibles
avec d’autres parties du programme etc.

Ainsi par exemple :

e « Intervalles de R » : quelle est la définition d’un intervalle? comment représenter un
intervalle 7

e « Croissance d’une fonction définie sur un intervalle » : quelle est la définition précise de
« Croissance » 7 Comment montre-t-on qu’une fonction est croissante ? (et si elle n’est pas
dérivable ?)

e démonstration de « Toute suite croissante non majorée tend vers +00 » : vous représentez-
vous la situation ? avez-vous une idée de la preuve en téte? Etes-vous capable de I’écrire
complétement 7

e « Primitive d’une fonction continue » : qu’est-ce qu’une primitive ?

Si vous croisez des points que vous n’avez pas croisés dans votre scolarité, que ce soit dans
les rubriques estampillées Facultatif ou ailleurs, ne paniquez pas, tout sera comblé en début
d’année!

Nous insistons sur le concept de définition : on ne peut pas se targuer d’étre un bon scientifique
si on ne sait pas de quoi on parle, et sur la précision des énoncés de théorémes que vous devriez
connaitre : ainsi, le fameux TVI, étes-vous en mesure de le citer, avec ses hypothéses et sa
conclusion ?

S’il vous manque des informations et que vous n’avez pas sous la main vos cours de mathématiques
du lycée, vous pouvez chercher les définitions et les énoncés précis sur Wikipedia (excellente source
de renseignements en Mathématiques) et sur le site

https ://www.bibmath.net/

II. La feuille d’exercices de calcul.E

Autant tout le travail sur le programme de lycée peut se faire de fagon purement mentale, autant
I’entrainement en calcul nécessite papier et stylo. Nous vous demandons d’investir dans un cahier
dans lequel vous ferez les exercices demandés, cahier que vous pourrez apporter a la rentrée.

Le but principal de cette feuille d’exercices est de vous entrainer pour gagner en rapidité et
surtout en fiabilité dans toute séquence de calculs quelle qu’elle soit : additionner deux fractions,
développer un produit, calculer sur les puissances, dériver ou intégrer etc.

1. 11 se peut que certaines réponses soient erronées;
merci de les signaler & I’adresse sylvain.wolf@ac-versailles.fr (PCST) ou mathilde.cv@free.fr (MPST)



Pour que votre travail soit pleinement utile, en plus de la dextérité technique, essayez de travailler
la rigueur et de concevoir des procédures de contréle de vos calculs : de méme que vous avez
rabaché les exercices de grammaire pour savoir qu’aprés 'article « les » le nom est au pluriel,
ce que vous écrivez de facon machinale sans y penser, de méme vous devez acquérir des réflexes
mathématiques tels que s’assurer avant de prendre un logarithme que la quantité en question
est positive, discuter en fonction du signe d’une expression dont on voudrait prendre la racine,
évidemment vérifier qu’on ne divise pas par zéro etc; quelle formule ou quel résultat de cours
vous a permis de passer d’une ligne & une autre, vérifier que votre solution d’une équation est
bien solution, vérifier un signe, intégrer la dérivée que vous venez de calculer pour voir si vous
retombez bien sur la fonction de départ, etc.

En pratique, cette feuille d’exercices est longue, trés longue, beaucoup trop longue selon les
dires de vos prédécesseurs quand on leur demande leur avis & la rentrée de septembre, mais quand
on leur repose la méme question en juin, leur réponse est & une écrasante majorité :

c’était indispensable, surtout ne changez rien.

e Les exercices au sein d’'un méme théme sont trés souvent répétitifs. Il n’est peut-étre pas
nécessaire que vous les fassiez systématiquement tous, il se peut que les 2 ou 3 premiers
calculs d’un exercice vous suffisent — a I’exclusion des chapitres Complexes et Trigonométrie.

e Si les exercices sont regroupés par théme, cela ne signifie pas qu’il faut les traiter tous
d’affilée, vous pouvez répartir un théme sur plusieurs séances de travail et travailler en
paralléle plusieurs thémes.

e Les thémes Calcul matriciel, Dénombrement, Probabilités, Arithmétique ne sont pas prio-
ritaires et peuvent étre travaillés dans un second temps.

e Tous les calculs du théme Trigonométrie sont indispensables, aussi redondants soient-ils, la
trigonométrie étant un objet d’étude fondamental en Mathématiques et un outil essentiel
du cours de Physique.

e Last but not least, la partie vraiment essentielle du programme de Mathématiques Expertes
est le chapitre Complexes. Les complexes sont & la fois un objet d’études en tant que tel et,
bien plus que les réels, le monde ambiant dans lequel se déroulent les mathématiques, ainsi
qu’un outil trés utile en Physique. Nous vous demandons donc avec insistance de traiter
avec beaucoup de sérieux les exercices de cette partie.

LE DEVOIR DE CALCULS PREVU LE SAMEDI 7 SEPTEMBRE PORTERA SUR L’ INTE-
GRALITE DES SECTIONS 1 A 7.




1 Mise en jambe

Objectif des premiéres sections de ce polycopié : remise en forme aprés la pause estivale.
En pratique traiter un maximum d’exercices de chaque section.

1.1 Pour se faire la main...
Exercice 1. Calculer de deux facons
2 4 4 2 5
A=(-2-Z41)—(-2+Z-2 —24 2
(5-5+1)-(5+5-2)+ (2+3)
e en calculant d’abord chaque parenthése

e en supprimant les parenthéses et en regroupant les termes qui donnent un résultat simple

[Réponse : voir page 48|

Exercice 2. Supprimer les parenthéses et les crochets dans les expressions suivantes (les ré-
ponses doivent étre ordonnées, par exemple selon l’ordre alphabétique) :

A=(a—c)—(a—b)—((b—c)—(a+0)) B=(a—b+c¢c)—(2a—3b—4c)+ (b—a)

C=[12-(a—b+6)]—[15+(b-a—-15] D=[a—b)—(G-a)]+[b—T7—(a—3)

[Réponse : voir page 48|

Exercice 3. Simplifier les expressions suivantes

12 5,1 ;.3 1
4_2 3 p_6_"3 o— 13
3 4 14 .2 2
4 5 5 3

[Réponse : voir page 4§

Exercice 4. Développer et réduire les expressions suivantes :

A =5(3a — 4b%) — [9(2a* — %) — 2(a® — 5b%)] B =3a*(2b — 1) — [2a*(5b — 3) — 2b(3a® + 1)]

[Réponse : voir page 4§




1.2 Puissances

Le calcul sur les puissances pose des difficultés toute I’année, et en particulier le fa-

meux z% :il est conseillé de travailler cette section plusieurs fois, en en faisant plusieurs
fois les exercices.

Pour x un réel (ou complexe) non nul et n un entier naturel non nul, par définition on a :

"=z x---xxzet =1
——

n fois

Reégles de calcul : pour z,y deux réels non nuls et m,n deux entiers relatifs

™ x 2" = 2™ " et (zy)™ = 2™ x y™
1 m
™ x"

Convention usuelle : « 2™ » souffre d’un probléme de parenthésage et pourrait désigner ()"

et (™", Or les régles de calcul donnent (™)™ = ™" ; donc on convient habituellement que la
notation ™" désigne #(™").

Reégle d’écriture : lorsqu’on a un produit, on n’écrit pas bx2x3xa et encore moins (b x 2) X (a x 3),

méme au cours d’un calcul : on écrit directement 6ab en respectant impérativement l’ordre alpha-
bétique des lettres.

Exercice 5. Calculer les expressions suivantes :

A= (Txy)? Ay = (32%y)? B = (2a%b%)°
O=[9PPx0F  D=ayx(—2)?x 7 = —2a%°  B=()ax(- Dayx(— D)
F= (D)@ CWa- (=)' G =d® (-3y7) (- D)%y

[Réponse : voir page 48|




Exercice 6. Simplifier :

412 3 on 2 /3\?
A=om  B=3gm E—3<4)

e () () e ()

1
G=TT" " xTx 112 x (Tx11)* x (7)™ 8 x (778)73 x i
an’
K=(")? L=" M=d"@@")? P=(@@")"
a

ol a est un réel strictement positif et n un entier naturel non nul.

[Réponse : voir page 4§

Exercice 7. (exercice fondamental)

Exprimer en fonction de e les nombres suivants :
A=e" B=c C=e%""1 D=c¢"—e"! E=c"4e¢?F=c¢"4+2""+3

[Réponse : voir page 48|

1.3 Sommes et produits de polyndémes

e A

Ces calculs n’ont absolument aucun intérét si vous les présentez mal : la régle est de ne
jamais écrire une somme de termes en vrac, par exemple le résultat du développement
d’un produit ; présentez les calculs en utilisant & la fois des lignes et des colonnes, de
fagon a ce que le calcul soit lisible et que le résultat soit juste.

Les "polynomes" seront définis pendant ’année, mais vous avez déja travaillé avec des expres-
sions polynomiales, par exemple z> — 3z + 1 ou = — 2z + 1.

Un polynéme doit impérativement étre ordonné selon les puissances croissantes (ou décrois-
santes). Par exemple, on n’écrit JAMAIS © — 223 + 1, mais —2z° + z + 1.

Exercice 8. Réduire et ordonner les polynémes suivants :
P(x) =72 + 8z — 3 + 4a — 22% — 5z +2

3 5 )
Q(x)zfx2+fx—3x2+§—fx2+5+4x2

2 4 6 22
R(x):gx2+xy+y2—2xy+%—gx2
2 2 1 1 2 3
S(a)2402—ga—ga2+§+§a—5a+ﬁa2—1
7 3 5 4 3
— 2 _ 1 Q.. 2.2 =3 2 3 _
T(r) = 4x 2+5JC 296 +3x 5—1—23: +7 -2

[Réponse : voir page 4§




Somme de polynémes

f—(Présentation des calculs}

On considére les polynémes :

A=2—5z+4a23 B=—8z+42°>+6 C=-20"+3+2"+2

Pour calculer la somme A — B + C, on recopie sur 3 lignes les polynémes ordonnés, en
laissant de ’espace pour les puissances manquantes :

A = 423 —5x  +2
-B = —4z% +8x -6
C = -2z 42 422 43

puis on additionne par colonnes.
On trouve immeédiatement A — B 4+ C = 22% — 322 + 5z — 1

Exercice 9. Former les polynomes
A+B+C A-B+C A+B-C —-A+B+C
avec A=37" -4z +5 B=22"+4-5r C=3—x+4z*

[Réponse : voir page 48|

Exercice 10. Méme question avec
A=5a%—3ab+T70> B=9b —8ab+6a> C=—7b°—3ab+ 4d>

[Réponse : voir page 48|

Produit de deux polynémes a une variable

r—(Présentation des calculs}

Aprés avoir ordonné les polyndomes, on peut disposer les calculs comme une mul-
tiplication d’entiers & l’école primaire, en réservant de ’espace pour les puissances
manquantes.

Par exemple considérons les polynémes A=323—-245zx et B=2z2—4z+3.
Calculer le produit A.B

AB = +923 +152 —6
—12z* —2022 48z
+6x° +1023 — 472
=  6z° —122% +192° —242% 423z —6




Exercice 11. Effectuer les produits suivants, réduire et ordonner les résultats :

A= (42° + 7 —223)(2® — 22) B = (52 — 2x)(3z — 42?)

C = (Tz* — 223 + 42*)(32% — 5) D = (22% — 4+ 2x)(2® + 5 — 2z)

E =2z —72® +52°)(3x — 52° +8) F = (gx?’ — 2z + %)(;x?’ — 2z + %)
G=B2> -1 (z+1)(z—-1) H = (42 — Tx + 22* +5)?

[Réponse : voir page 48|

1.4 Calculs de factorielles

Définition

Pour n € N\ {0} on pose nl =1x2x -+ x (n—1) x n. Par convention 0! = 1

12! 12! 1 1
Exercice 12. Simplifier = 310!

9l 10!

[Réponse : voir page 48|

Exercice 13. Pour n € N\ {0} et (a,b) deux réels strictement positifs, simplifier
(n+3)! n+2 1 Unt1 . a”
n = n = - Cn = n =
(n+ 1) (n+1)! nl up T g

[Indication : voir page 49|

[Réponse : voir page 48]

Exercice 14. Factoriser les expressions suivantes :

1 n?+1 1 1 1 1 1
Dl amd D) i D=1 P T anl amtDl i)l mrd)
[Réponse : voir page 48|

n =

Définition

On définit les coefficients bindmiaux pour tout entier naturel non nul n et tout entier k
n!

compris entre 0 et n par la formule (Z) = —k!(n — )

Exercice 15. Montrer qu’avec les notations ci-dessus on a

G- (-2



2 Calcul formel

r

Objectif des paragraphes suivants : développer une aisance en calcul formel : identités
remarquables, premier et second degré.

En pratique les identités remarquables sont & connaitre et & reconnaitre, que ce soit
pour développer ou pour factoriser — en Mathématiques on factorise nettement plus
souvent qu’on ne développe!; et il faut arriver a sortir du « tout discriminant »sur les
trinomes !

2.1 Equations polynoémiales du premier degré

Rappel : si a,b, c et d sont des nombres réels (ou complexes) et b et d ne sont pas nuls,

a ¢
alors 774 si et seulement si ad = be.

Exercice 16. Résoudre les équations suivantes

4 2c+3 4 3 2
3z=4(1 =22 -2 - 4
O =—5=20 =506 s \/3717()
[Réponse : voir page 49|
Exercice 17. Résoudre les équations suivantes :
(a) 522 —3) —4(bx —7) =19 — 2(x + 11); (b) 4(x 4+ 3) — Tx + 17 = 8(5x — 3) + 166
()17 —14(z+1) =13 —4(z+ 1) — 5(x — 3); (d) 17z +15(x — 1) = -1 —14(3z + 1)
[Réponse : voir page 49|
Exercice 18. Résoudre les équations suivantes :
(a) (a:—l)(x—Q)(a:—3):O (b) 2> —=3x=0
(¢) — +z=0 (d) z* = 81
(©) 907 — (f) 252 +1)(4z — 3)(3z — 4) = 0
(9) z(xz+ ) x+ (h) (x +5)(4x — 1)+ 22 -25=0
(i) 422 —49 =0 () B3z +1)(z — 3)? = (3 +1)(2x — 5)*
1 _
(k) 323 — 120 =0 @ 2= st

3x+2 3r—1

[Réponse : voir page 49|




2.2 Identités remarquables

— Formulaire )

Démontrer (et apprendre) les identités suivantes :
(a+b+c)? = a® + b + c® + 2bc + 2ca + 2ab
(a+b)3 = a® + 3a®b + 3ab® + b°

(a—b)3 = a3 — 3a%b + 3ab® — b°

a® 4+ b3 = (a +b)(a® — ab+ V?)

a® — b3 = (a — b)(a® + ab + b?)

(z +a)(xz +b) = 2% + (a + b)x + ab.

Factorisation pour a,b réels (ou complexes) et n un entier naturel non nul :

a — " = (a _ b)(a”fl +a”72b—|—a"73b2 4. +abn72 _|_bnfl)

Cette formule est a mettre en relation avec la somme de termes d’une suite géométrique rappelée
un peu plus loin ci-dessous.

Exercice 19. Démontrer que pour tous réels a, b, c on a les égalités :
(a+b)?—(a—b)? = 4ab

a4+ 03+ —3abe = (a+b+c)(a®+ b+ —be— ca— ab)
1
§(a+b+c)((b—c)2+(c—a)2+(a—b)2)

Exercice 20. Factoriser

1
A=z -22+1 B:x2+z+1 C=42 -4z +1
D=da%>+4a+4 E=42% + 8%y +4ay®> F=(v+y)?—2°—4°
G=(x—y)—2>+y> H=2za>+27 K =8a®—125

[Réponse : voir page 49|

Exercice 21. Compléter de facon a obtenir une expression de la forme (T 4 U)?
A=2+--+16 B=2"—-+9a® C=4a>—dz+...

D=92246zx+... E=a2>4---+y* F=4a’2>— - +1

[Réponse : voir page 49|




Exercice 22. Pour a,b réels et n un entier naturel non nul, factoriser

A=a®—b° B=a"+1° C=16a>—-8a+1 D =a*—4a%b*+ 4b*
E=d> -8 F=ad4+2* -0 —-2* G=a""-1 H=a"t4+1
J=a*>+8+ (a+2)(2a—5) K =a>—4b* L=4a®+b*>—4ab M =a®" — 4"

P = (a+0b)*— 4ab
[Réponse : voir page 49|

Exercice 23. Développer et réduire les expressions suivantes :
A= (a+Db)(a+z)(b+2)—alb+z)?—bla+x)?

B =be(b—c) + calc — a) + ab(a — b) + (b — ¢)(c — a)(a — b)
C=(a+b+0o)(a—0b)?+(b—c)+(c—a)?
D=(b—c)(z—a)?+(c—a)(x—b)+(a—b)(z—c)?
E=(@+b*+0+c)+(c+a)’—(a+b+c)?

F=d*a—0b)(a—c)+b*b—c)(b—a)+c*(c—a)(c—0)

[Réponse : voir page 49|

,—[Somme des termes d’une suite géométrique} N

l_qn+1 .
A 2 n __ Slq#]‘

pour ¢ réel (ou complexe) 1 +q+q°+---+4¢" = 1-
n+1 sig=1

Exercice 24. Calculer en fonction de n
Ap=143+9+ -+ 32 By=—1+4-16--+(-1)"'4"
Ch=1—-a*+a*—aS+ - +(=1D)"a®™ (%) Dn =g+ +u, ot u, = (=5)>"  (5x)

[Indication : voir page 45|

[Réponse : voir page 49|

Exercice 25. Calculer A, = 94 27 4 --- + 3""2 (on factorisera par 3? pour se ramener a la
formule encadrée).

Calculer de méme B, = a®>+a*+---+a® et C,, = 3"H2 4 37+3 4 ... 4 32n+4,

[Réponse : voir page 49|

10



2.3 TrinOmes réels

e A

Dans cette section, le but est de ne pour ainsi dire jamais utiliser les formules explicites
avec le discriminant — qu’en général vous maitrisez bien!, pour développer d’autres
compétences : racines évidentes, somme et produit de racines. Il est possible de passser
les exercices 34 et 35 dans un premier temps.

Soit (a, b, c) trois réels avec a # 0.

L’équation az? + bz + ¢ = 0 admet deux racines réelles si et seulement si son discriminant

A = b? — 4ac est positif ou nul.

—b+VA —b-VA
2a ¢ 2a

Dans ce cas ces racines valent

b
, la somme des racines vaut alors §' = ——
a

c
et le produit vaut P = —.
a

Si le discriminant est nul, il y a alors une racine double qui vaut g
a

Enfin, la fonction @ — ax? + bz + ¢ est du signe de a sauf entre les racines s'il y en a.

Exercice 26. Démontrer les résultats ci-dessus, et faire les représentations graphiques corres-
pondant aux différents cas.

Remarque : (essayer de) ne pas passer a coté d’éventuelles racines « évidentes » !

En effet, on a l’égalité : (z — a)(z — B) = 22 — (a + B)z + af.

Ezemple d’utilisation : si Péquation z? — 5z + 6 = 0 admet deux solutions « et 3, alors leur
somme vaut 5 et leur produit 6.

Or6=6x1=3x2;et6+1=7et3+2=5.

On obtient ainsi facilement et sans calcul I'égalité 2° — 5z +6 = (v — 2)(z — 3) : les solutions
sont, donc 2 et 3.

Exercice 27. Résoudre les équations suivantes :
a)8z% — 6z +1=0 b)r? —10x +16 =0
)t —(V24+V8)z+4=0 d)z*—(a+2)x+2a=0
e’ +(1+m)z+71=0 f)—2*>+8x+6=0
h)

9)8z% +6x+1=0 — 2%+ 6z =
i)32? =8 §)1692% + 132 —1=0
k)x? + 4ax + 3a* = 0 ) —122% +125=0

m) — 622 +7r —1=0

[Indication : voir page 45|

[Réponse : voir page 49|

11



Exercice 28. Aprés avoir précisé ’ensemble de définition, simplifier :

22+ 5z +4 Py(2) 222+ 1 —6
T T)=——F—"—
222 -1 —3 2 2+ 2z
|IRéponse : voir page 50|

Fl(l‘) =

Exercice 29. Calculer la seconde racine des équations suivantes
322 — 14z 4+ 8 = 0 sachant que = = 4 convient

72% 4+ 23z 4 6 = 0 sachant que x = —3 convient

ma? 4+ (2m + 1)z + 2 = 0 sachant que 2 = —2 convient

(m + 3)x? — (m? + 5m)x + 2m? = 0 sachant que x = m convient

Indication : voir page 45|

|IRéponse : voir page 50|

Exercice 30. Résoudre les équations suivantes :

1 1 7
1 =— (2 —1)2x+1)=922 -1
(1) it @) @ ><1x+> 0a
(3) _ =— (4 iz?x—k?)

r—1 x+1 24
Indication : voir page 45|

|[Répomnse : voir page 50|

Exercice 31. Résoudre sans tableau de signes ni le moindre calcul les inéquations sui-
vantes

2x—|—1<0

1) Br-DE=-5<0 (@) G-22)B+2)>0 (3 ——<

Indication : voir page 49|

|IRéponse : voir page 50|

Exercice 32. Résoudre les inéquations et systémes d’inéquations suivante

a) z2 +1>2x—3 b)2r —1 < 2 +4
3 4 1
)erl 2 d)m+:c72
e) (332—533+4)(:1c2—4x—|—3)>0 f) (22 — 524+ 4)(2* — 92 +14) <0
)

(
(z—3)°
<z® - 14 2 h)0 < ——=5 <1
5< a? x + 50 < 26 )0 (x+1)2<

o

g

Indication : voir page 45|

|IRépomnse : voir page 50|

Exercice 33. Résoudre I'équation z* — 422 — 5 = 0.

|IRéponse : voir page 50|

12



Exercice 34. On considére Péquation 922 — 3z — 4 = 0.

1.Résoudre ’équation, préciser le signe des racines et montrer que la somme de leurs carrés vaut
1.

Il existe donc un unique angle 6 compris entre 0 et 7, dont le sinus et le cosinus sont les racines
de ce trinome.

Calculer sin(0), cos(6), sin(26), cos(20) et tan(20).
[Réponse : voir page 50

2.(facultatif) On reprend les questions précédentes sans résoudre 1’équation. Montrer que
cette équation admet deux racines distinctes de signes opposés, et que la somme de leurs carrés
vaut 1.

Il existe donc un unique angle 8 compris entre 0 et m, dont le sinus et le cosinus sont les racines
de ce trinéme.

Calculer alors sin(26) et | cos 26)|.

[Indication : voir page 45|

Exercice 35. Résoudre successivement les équations suivantes

42
(lnx)2 —lnz—42=0 (lmx)2 — (Inz)?

[Réponse : voir page 50

Exercice 36. Montrer que les inéquations +

5
3 < 0et 22 — 25 < 0 ont le méme ensemble de

z+5

solutions. Les inéquations <0 et 22 — 25 < 0 ont-elles le méme ensemble de solutions ?

[Réponse : voir page 50

Exercice 37. Résoudre les inéquations suivantes :

202 — 5 —7<0 (1) 2 —22—-15>0 (2)

—42® +3x+1<0 (3) —22 -8 +9>0 (4)
WJrf)xé%z (5) @c&(x—l) (6)
dr—3=2>-22+6 (7) (x—3)*> (z+5)* (8)

2?2 +3x>0 (9) (22 —5)(x+1) >0 (10)
(1—x)(x—7) =0 (11) (x—6)% < (z—10)(z —2) (12)
2 -3z 2¢ — 1

3 <0 (13) —— 20 (19)

[Indication : voir page 45|

[Réponse : voir page 50
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3 Analyse (I)

r

Dans les parties qui suivent, on entre dans I’Analyse par les considérations de signes et

la manipulation d’inégalités.
En pratique, deux objectifs : la rigueur dans les calculs et une meilleure appréhension

de ce que désigne la valeur absolue.

3.1 Racines carrées

Ici, pas mal de choses & retenir : la fonction racine carrée ne prend que des valeurs
positives, la technique de la quantité conjuguée, les stratégies utilisées dans le dernier
exercice.

Exercice 38. Simplifier ’écriture des nombres suivants :

(—5)? \/(\/§ —1)2 \/(\f —2)2 (3 — a)? (selon les valeurs de a)

[Réponse : voir page 51|

Exercice 39. Ecrire aussi simplement que possible :

a=(25) b=12+V5)? c¢=B+V1)?-(3-VT7)? d=(\/2v3)*

_5—\/52 [ 5V2 ’ B ) e, 5H2V6 5-2V6
e—< ) f_< ) g=(V2+V3)2+(V2-V3) h_\/§+\/§+\f_\/§

V3 V3+1

[Réponse : voir page 5]|

,—[Quantité conjuguée} <

Pour rendre rationnel un dénominateur, on utilise Iidentité (a — b)(a + b) = a® — b?
11 Xz—\/i_z—\/i_z—ﬁ
242 2442 2-v2 4-2 2

Ainsi :
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Exercice 40. Rendre rationnels les dénominateurs des expressions suivantes :
W 1 po V2+V3 _2-V3
V2-V3 1-V3 2412
VE-L VBV . VE+VE4VS
V243

Vel VAR

[Réponse : voir page 51|

Exercice 41. Vérifier les égalités suivantes :

\Va4+2V3=1+3 \V7T—4V3=2-3

\/3+xf—\/3—¢5=\@ \/3—2¢§+\/3+2\@=2¢§

3.2 Valeurs absolues

e A

Les valeurs absolues sont d’'un usage quotidien en Analyse. L’objectif de cette toute
petite section, petite par le nombre d’exercices, est de vous familiariser avec 'inter-
prétation d’une valeur absolue : une valeur absolue représente une distance; ainsi par
exemple |a — b| < 1 signifie que la distance entre a et b est inférieure & 1. Cette idée
sera largement étudiée en Sup, il s’agit seulement dans un premier temps de rafraichir
vos connaissances sur ce théme.

. J

— Valeur absolue N\

On appelle valeur absolue de z € R le réel, noté |z|, défini par

| = 7 siz>0
Tl —z siz<O0

Si a est un réel positif on dispose de I’équivalence

|z| = a <= 2% = a?

z| <a <= —-a<z<a

Inéquations : pour un réel positif a on a
g v - z]| >a <= x<—-a ou a<z

Enfin pour deux réels z et y quelconques on a | |z| < |y| <= 2 < 2

NB : en général on n’a pas |z + y| = || + |y|; on dispose seulement de I'inégalité triangulaire :
|z +y| < ||+ ly|
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Exercice 42. Représenter graphiquement les solutions des inéquations du premier encadré
ci-dessus de deux fagons :

sur un axe réel
en construisant la représentation graphique de la fonction x — |z|.

Exercice 43. Résoudre les inéquations suivantes :

(1)
(4)

r—3) <4 @) Pz+1>5 (3) |z+2/>-5
le =1 <22 +3] (5) |—-20+3[<T7

(Indication : voir page 45|

[Réponse : voir page 51|

3.3

Encadrements

r

Toute 1’Analyse consiste & obtenir des encadrements et a travailler sur des inégalités.
Dans cette section IL FAUT GAGNER DES REFLEXES DE RIGUEUR : passage a
Iinverse, licite ou pas? multiplication membre & membre d’inégalités, licites ou pas?
etc. Une seule facon de faire : & chaque étape de votre calcul, préciser sur votre feuille
la régle de calcul que vous avez utilisée, par exemple « car la fonction inverse est
strictement décroissante sur R’} » ce qui vous permettra de regarder si oui ou non votre
inégalité était bien dans R7 ...

Pour essayer de minimiser les erreurs de calcul, il est préférable de ne manipuler que des
inégalités < ou <.

On rappelle les régles usuelles de calcul sur les inégalités :

addition membre & membre de deux inégalités de méme sens;

multiplication par A > 0 des deux membres d’une inégalité sans en changer le sens (c’est
la croissance de l'application x — Az), et renversement du sens de l'inégalité si A < 0

le passage a 'inverse renverse le sens d’une inégalité ot les deux membres sont strictement
D . . 1
positifs (c’est la décroissance de la fonction x — — sur R )
x

multiplication membre & membre de deux inégalités de méme sens entre nombres stricte-
ment positifs.

. a
Exercice 44. Encadrer a + b , ab et — sachant que :

1.

2.

3.

b
3,2<a<3,3etl1,6<b<1,7
-3,3<a<-3,2et1,6<b< 1,7

-3,3<a<-3,2et —1,7<b< —-1,6

[Réponse : voir page 51|
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N W

1
Exercice 45. On se fixe z € ] 3 [

2 +2+3 h(z) = —2?+2+1 par deux méthodes différentes.

(V)

Encadrer alors f(z) =2 g(z) ==

Indication : voir page 49|

2
pour tout réel x différent de —1.

—(1-x)

1
Exercice 46. Vérifier que =1l—-z+
1+x 1+z

1
En déduire que pour tout réel z > —3 on a: ’ 1

1
+x

Exercice 47. On fixe deux entiers naturels a et b tels que a < b et b # 0. Etablir que :
a o a+1

b+1 b T b+1

Indication : voir page 49|

|[Réponse : voir page 51|

Exercice 48. On fixe deux entiers naturels a et b supérieurs a 2 ; comparer les nombres ration-

nels :
a-+1 a—1

b+1 b—1

SallEs}

Indication : voir page 45|

|IRéponse : voir page 51|

Exercice 49. On donne quatre réels a,b,a’ et b’ avec a et a’ entre 1 et 2, et b et b’ entre —3
a+

et —2. Encadrer o

|IRéponse : voir page 51|

Exercice 50. Démontrer que pour tous réels positifs = et y, vz +y < Vr + /3.

Indication : voir page 49|

|IRéponse : voir page 52|

Exercice 51. Soient (a,b,c,z,y) des réels positifs, A > 0. Démontrer les inégalités suivantes :
2 12
a®+b

2

Indication : voir page 45|

ab <

(1) 2xy < %2 + 2 (2) (a+b)(b+c)(c+a)>V8abe (3)

|[Réponse : voir page 52|
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Exercice 52. Soient a, b, ¢ trois réels.

1

1. Démontrer que a(l — a) < T
1
2. Démontrer que a + b < a® + b + 3

3. On suppose que a, b et ¢ sont dans [0, 1]. Démontrer que, parmi les trois nombres a(1 —b),

b(1 —c¢) et ¢(1 — a), 'un est inférieur ou égal a 1

[Indication : voir page 45|

[Réponse : voir page 52

Exercice 53. Soient a, b, c trois réels strictement positifs. Démontrer que
ab be ca

a+b+b+c+c+a

1
< §(a+b+c).

[Indication : voir page 45|

[Réponse : voir page 52

Exercice 54. Montrer les propositions suivantes :
1. VneNVa>0, (1+a)" > 1+an.

P
2. VneN, 2"<("><22".
n

[Indication : voir page 45|

[Réponse : voir page 52

Exercice 55. On fixe un réel x. Démontrer successivement les deux inégalités suivantes, ou au
moins la meilleure des deux

1 g 3+ cosx
3 T 24cosz

9. %\ 3+ cosx <
3 ~24cosx

[Réponse : voir page 53|

4 Analyse (IT)

On entre ici dans le dur de I’Analyse avec les fonctions usuelles.

Objectif : créer des automatismes sur les fonctions usuelles, ce qui n’est possible qu’a
coup d’entrainement répétitif : faire et refaire les calculs avec les fonctions usuelles jus-
qu’a pouvoir utiliser sans hésitation leur ensemble de définiition, leur monotonie, leurs
régles de calcul, et surtout le best-of des prépas : LE FORMULAIRE DE TRIGNOMETRIE
avec utilisation du cercle trigonométrique.
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4.1 Logarithmes et exponentielles

Une section a faire et refaire, tant que vous ne maitrisez pas sans la moindre hésitation
les régles de transformation d’une somme en produit ou d’un produit en somme par les
fonctions logarithme et exponentielle.

Il n’est pas question de donner ici les constructions des fonctions exponentielle et logarithme, qui
feront I’'objet d’un chapitre de cours, mais seulement de rappeler les principales régles de calcul :

e |La fonction In est définie sur R’ et vérifie pour tous réels a et b strictement positifs :

In(ab) =lna+1Inb et In1=0
d’ou lnlz—lna et ln(g>:1na—lnb.
a b

@ Ecrire In(zy) = Inx + Iny exige d’avoir z > 0 et y > 0.

e la fonction exp est définie sur R et vérifie ‘ exp(a+b) =expaexpbd ‘ pour tous réels a et b.
On note usuellement |expa = ¢e® |ou |lne =1 |

Enfin pour tout réel z strictement positif et pour tout entier relatif (et méme tout réel) «
on a

oo =7] e [ =ams]

Exercice 56. Calculer les nombres suivants
1. en fonction de In2:
1.1 1.1
In16 Inb512 In0.125 glni — Zlng In72—-2In3

2. en fonction de In2 et In 3 :

In 36 ln% In2.25 In21+42In14 — 31n0.875

3. en fonction de In2 et In5 :

In 500 ln% In6.25 1n%+1n§+~-+ln%+ln£

99 100

[Indication : voir page 46|

[Réponse : voir page 53

1
Exercice 57. Calculer (1 +1/2)% et N N
En déduire que % In(342v2) —4In(v2+1) = g In(v2—1)

[Indication : voir page 46|
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Exercice 58. Calculer y sachant que
Iny =In(7 +5v2) +8In(v2 + 1) + 7In(v2 — 1)

Indication : voir page 46|

|[Répomnse : voir page 54|

Exercice 59. Simplifier

A= (2+V3?) +1n (2~ v3)*) B:1n<\/5+1> i (\/5—1>

2 2

|[Répomnse : voir page 54|

Exercice 60. Simplifier les nombres suivants
3in2 In(ve) In(es) e 2Wn3 In(e™?) In(/e)

|[Réponse : voir page 54|

Exercice 61. Montrer que les fonctions suivantes sont impaires :
Fraoesln 26t S VD) hioe O
T n———— T n(x x T
2016—2 7 2 4 1

On n’oubliera pas de vérifier que leur ensemble de définition est centré en 0!

Exercice 62. Résoudre les équations suivantes :

(@) In(—z—-5) = In(z—61)—In(z+7)
x — 61
() In(—xz—-5) = In P

Indication : voir page 46|

|[Réponse : voir page 54|

Exercice 63. Simplifier

_ il _ 1
a:eln3 In2 b= —e In 5 c=e Inln2 d:ln( 17)
€

f=In(Vet) — In(Ve?) g=In ( exp(— lneQ)) h = exp (; ln(63)>

|[Réponse : voir page 54|

T x

Exercice 64. Soit f:xz — i.
e OESI0
a)+
Montrer que pour tous réels a et bon a f(a+0b) = —— .
SIS ION0

Questions subsidiaires : déterminer la parité de cette fonction et en calculer les limites en +oo
et —oo.

|IRéponse : voir page 54|
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Exercice 65. Simplifier pour # non nul 'expression f(z) = ezl (@)l

[Indication : voir page 46|

[Réponse : voir page 54

Exercice 66. Résoudre les inéquations suivantes :

(1) & 5>12 1<e ™t (2
(3) el+1n1‘ 22 e—6x <\/é (4)

[Réponse : voir page 54

4.2 Trigonométrie

Toutes les formules de ce paragraphe sont a savoir sur le bout des doigts, c’est encore
une section a faire et refaire au cours de I’été pour simplifier sans hésiter et sans
erreur toute expression trigonométrique du type sin(37/2 + «)

La encore, pas question de faire ici un cours complet sur les fonctions trigonométriques cos, sin, tan,
seulement de brefs rappelsﬂ :

e la fonction sin : R — R est 27-périodique
c’est-a-dire que pour tout réel z, sin(z + 27) = sin(z)

et impaire c’est-a-dire que pour tout réel z, sin(—z) = —sin(z) ;

e lafonction cos : R — R est 2m-périodique et paire c’est-a-dire que pour tout réel x, cos(—x) = cos(z) ;

sin T

e la fonction tan = — est définie sur R\ {5 + km;k € Z} ; elle est m-périodique c’est-a-dire ?

cos
et impaire.

Premiére formule : | cos? + sin® = 1

. . . sin
Exercice 67. Faire I’étude de la fonction tan = — :
coS
domaine de définition, parité, périodicité, limites aux bornes de I’ensemble de définition ; dériva-
bilité, exprimer sa dérivée de deux facons différentes ; tableau de variation et graphe.
T {

. . T )
Exprimer simplement tan (5 — x) pour tout réel non nul z € }—5, 3

[Réponse : voir page 54

2. et une invitation trés ferme a aller revoir vos cours de lycée sur la question
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r—( FormulaireEl 3

cos (—a) =  cosa | sin(—a) = —sina | tan(—a) = —tana
cos(m—a) = —cosa|sin(mr—a) =  sina|tan(r—a) = —tana
cos(m+a) = —cosa|sin(mr+a) = —sina|tan(mr+a) = tana
(5=d) = oo dmiG=o) i =) :
cos(=—a) = sina [sin(—= —a)] = cosa|tan(—= —a) =
2 2 2 tana
(F#e) = —due (G ) i 4 :
cos(=+a) = —sina|sin(=+a) = cosa|tan(—-+a) = -—
2 2 2 tana

,—[Résolution d’équations trigonométriques.}

a est un réel donné.

sinz = sina <= il existe k € Z tel que x = a + 2kw ou © = 7 — a + 2km.
cosz = cosa < il existe k € Z tel que z = a + 2km ou © = —a + 2kw.
tanx = tana < il existe k € Z tel que z = a + k.

Ezemple : résoudre 1’équation sin 3z = sinx

sin3x =sinx <= ilexiste k € Z tel que 3z = x + 2kw ou 3z =7 — x + 2km
< il existe k € Z tel que 2x = 2kw ou 4o = 7 + 2kn

— ilexistekGZtelquez:kmoux:%+kg

L’ensemble des solutions est S = {km;k € Z} U {Z + k’g; ke Z}

Exercice 68. Résoudre les équations suivantes

(1) sinz = sin(m — 3x) (2) sin(2z — g) = sin(3z + g)
(3) cos2x + cos L0 (4) tanx = tan(g + )

7 2
(5) cos(g —x)= cos(% +3z) (6) tan(x— %) +tan3z =0

7

(7) cosx =sin Ex (8) cosdx =sinTx

)
9) sin(?7T —1z)+cos2x =0

sin 2x + cos 3x = tan 3r = tandx

10 in 2 3 0 11 3 5

[[ndication : voir page 46]

[Réponse : voir page 54|
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r—( Formulaireﬁ ~

cos(a+0b) = cosacosb—sinasinb | cos(a —b) = cosacosb+ sinasinb

sin(a+0b) = sinacosb+ cosasind | sin(a—b) = sinacosb— cosasinb
t tan b t — tanb

tan(a +b) = tanattand tan(a —b) = ana— tan

1 —tanatanb 1+ tanatanb

Exercice 69. Démontrer les formules sur la tangente d’une somme.

Formules de duplicationED N\
cos(2a) = cos’a—sin®a=2cos’a—1=1-2sin’a
sin(2a) = 2cosasina
f—[Valeurs remarquablesED N\
z lo T * & T _
6 4 3 2
V3 v2 1
[
cos T 5 5 >
1 V2 V3
i 0o - — — 1 0
sin 5 5 5
3
tanw | 0 % 1 V3 X 0
X : non défini, attention !

Exercice 70. Résoudre les systémes suivants :

. V2 _ 1
(S1)q ST Ty (52){Cosx_ 2

T<ax <27

[Réponse : voir page 55|

. omr m T o™ . b
Exercice 71. En remarquant que — = — + — calculer cos —, sin —, tan —.
12 6 4 12 12 12

[Réponse : voir page 55|
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in 2 2
Exercice 72. Simplifier S 2a-  cos s

sina cosa

|[Réponse : voir page 59|

. . ™ . . S P .
Exercice 73. Calculer sin(x + Z) en fonction de sinz et cosx; en déduire la résolution des

équations sinx 4+ cosx = 1 puis sinx + cosx = V2.

|[Répomnse : voir page 59|

. m . . . .
Exercice 74. Calculer cos 3 en montrant qu’il est racine de ’équation 4z% = 2 4 /2.

|[Réponse : voir page 59|

Exercice 75. Résoudre le systéme d’inconnue réelle z € [0, 27] suivant : {

|IRéponse : voir page 99|

Exercice 76. Résoudre 16sin®(z + 110) > 1 d’inconnue réelle z € [—m, 7).

|[Réponse : voir page 59|

Exercice 77.

1. On considére x un réel. Exprimer a I’aide de cos(z) et sin(x) les expressions suivantes :
(a) A = cos(—z — 1007);

(b) B = cos (—g—x);

(¢) C =sin (-72”—:6);

(d) D = cos (9(? —|—x> ;
(e) E =sin(rm+ ) + cos(m — x);
. ™ ™ .
(f) F =sin (x + 5) — 3cos (—5 - x) — 4sin(r — x).
2. Résoudre les équations suivantes :
(a) (A) :sin(z) = sin(m — 3z) ;

(b) (B):sin (20— T) = sin (30 + 7 )

(c) (C) : cos(2x) + cos (g) =0;

7
(d) (D) : cos(z) = sin (;)
9 _
3. Déterminer cos(a) sachant que a est un réel vérifiant sin(a) = —7\/3 et -~ < a<0.

|[Réponse : voir page 59|
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5 Nombres complexes

r

Experts, vous avez dit experts?...

Les nombres complexes sont utilisés en Physique, et forment une part importante du
monde mathématique. Cette section comprend une part d’entrainement systématique
en calcul : forme algébrique et forme trigonométrique, nombres complexes de module 1,
trigonométrie ; et un Vrai/Faux plus conceptuel, & méditer.

— Formulaire

Soient z et 2’ deux nombres complexes.

Alors 2 4+ 2/ =Z + 2/ % =BA

|z| =v2.Z ou encore |z|>=2%

1 Z % el

siz#0, - =— e —=—

70, PRRRPP PARRPZ]
pour tout entier naturel n, |2"| = |z|", et extension aux entiers négatifs si z # 0

Exercice 78. Donner la forme algébrique des nombres complexes suivants :

a=3+4i)(4—-3i)); b=0B-9%; c=24iV3)(2-iV3);

2 1 ; 1
1+1 3—iv2 iv2—1
2 5i 6+ 3i 3
p— M h: M k:
9= 359 1—2i° 31 4
2 3
I = : —2i—
1—2i taxi° M= i3

[Réponse : voir page 56|

Exercice 79. Ecrire en fonction du conjugué z de z le conjugué du nombre complexe Z :
2i+1—1
Z=—2+32; Z=3+4i-2z2; Z=(2—ix)(2z—4+3); Z—-1_ "
51 + 2z

[Réponse : voir page 56|
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,—[Nombres complexes de module 1) <

Ici o et o désignent des nombres réels et n un entier naturel.

D’abord la définition : | e'® = cos « + ¢ sin |
Puis un formulaire :

(7o ,
i(a—a')

. .y . , ) _ . )
(e [1e’ i(ata’) — _ gt _ gia (eza)n — gine =@

e x e =e —
eza e’LOL

Exercice 80. Placer le nombre ¢*® dans le plan complexe ainsi que son conjugué. Démontrer
les deux premiéres formules de 'encadré en utilisant la définition de e'* et les formules de
trigonométrie donnant le cosinus d’une somme.

[Réponse : voir page 56|

Exercice 81. Mettre sous forme algébrique, placer sur un cercle trigonométrique et écrire sous
forme trigonométrique e'® les nombres suivants :

a = oim b:ei%’* ¢ = 2im d = o™ f:e—Ziﬂ' g:_eig
hoo i o eF pojet o Y3 L V2 V2
- 1= - T2y T

Ne pas hésiter a poursuivre ’exercice...

[Réponse : voir page 56|

Exercice 82. Soit z un complexe de forme trigonométrique z = . Donner la forme trigono-

métrique des complexes suivants :
1 1

Z —z = = 22 iz (1-0)z2 2—2 |z|+2 142422

z Z

. 24 _ .67 4w
Exercice 83. On pose w =e 5 . Calculer w®. Montrer que e %5 =els .
Calculer w,w?,w?, w w?, w8 W W8 W% ... et remarquer que w n’a que 5 puissances distinctes.
Que vaut w?016?

Calculer de méme w™ !, w™2 w3, w™ wB w™C . ...

[Réponse : voir page 56|

Exercice 84. Meéme exercice avec w’ = e

Exercice 85. On note j = e

1. Montrer que j3 = 1 puis que 14 j + 52 = 0.
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2. Résoudre P’équation z° —z+1 = 0 : on notera z; et z; les solutions, z; désignant celle dont
la partie imaginaire est positive.
Montrer que z; — 1 = j et 2o — 1 = j2, en déduire que pour tout entier naturel n, z; et zo
sont solutions de (z — 1)"2 4 2271 = (.
3. Montrer que (1 +5)% + (14 ;%)% = —2.
|[Réponse : voir page 56|

Exercice 86.
27
5

1. On pose z = €'5 . Calculer 1+ z + 2% + 2% + 2%,

2 4
2. En déduire la valeur de 1 + cos <;) + cos (;) + cos (6;) + cos (8;)

2 8
3. Montrer que cos (;) + cos (;) — 4 cos? (%) —9et

6
cos (4?) + cos (;) = —2cos (g)

4. En déduire la valeur de cos (%)

|[Réponse : voir page 57|

Exercice 87. Déterminer tous les entiers naturels n tels que (1 + l\/?:)" soit un réel positif.

Indication : voir page 46|

|[Réponse : voir page 5§

Exercice 88. On considére 'ensemble A = {n € N; 3(a,b) € N> n = a®+b*}. Montrer qu'il
est stable par multiplication. Est-il stable par addition ?

Indication : voir page 46|

|IRéponse : voir page 58|

- 1
Exercice 89. Démontrer : Vn € N* Z kik—1 = 5(2 —ni" — (n+1)i"*).

k=1
n n

En déduire S; = > (—=1)F(2k + 1) et Sp = Y (=1)¥(2k).
k=1 k=1

Indication : voir page 46|

|IRéponse : voir page 58|

Vrai/faux

. Soit (2,2') € C%. Si |z| =1 et |z + 2| = 1 alors 2/ = 0.
. Aucun nombre complexe n’est égal & sa partie imaginaire.

. Pour tout couple (A, z) € R x C on a Im(Az) = Alm 2.

= W N =

1
. Soit z € C*. Alors Z et — ont méme argument.
B g
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1
5. Soit z € C*, et 0 (resp.f’) un argument de z (resp. —). Alors 6 = ¢'.
z
6. Soit 29 un nombre complexe non réel. Alors pour tout nombre complexe z € C il existe un
unique couple (a,b) € R? tels que z = a + bzp.
7. Pour tout z € Con a : |1+ iz| = /1 + |22?]

8. Pour tout couple (z,2’) de nombres complexes on a : ||2/| — |2]| < |2/ — 2]

6 Systémes et Géométrie

Cette section vise a développer une intuition sur la résolution de petits systémes li-
néaire : deux équations, trois inconnues par exemple, en passant par une interprétation
géométrique. Les calculs et les résultats en eux-mémes n’ont pas d’intérét, ce qui est
important, c’est que vous réfléchissiez aux traductions géométriques des calculs que
vous faites.

6.1 Géomeétrie plane

Une droite affine D est définie par un point A et un vecteur directeur non nul o
MeD & 3INeR AM =)\
& IneR { Tm = T4+ ATy
Ym = ya + AYu
ce que 'on écrira par convention
MeD & INeR M=A+X\u

d’ou finalement 'écriture D = A + R4

THEOREME (1) Soit (a,b,c) € R? tel que (a,b) # (0,0). L’ensemble des points de coordon-
nées (z,y) dont les coordonnées veérifient ax + by 4+ ¢ = 0 est une droite affine ; on dit que c’est
la droite d’équation cartésienne ax + by + ¢ = 0.

La droite est alors dirigée par le vecteur de coordonnées (—b, a).

(2) Réciproquement, toute droite affine admet une équation cartésienne du type précédent.

Remarques :

e il n’y a pas unicité du couple A, T : dans lécriture D = A + R on peut remplacer le point
A par n’importe quel point de la droite, et le vecteur i par n’importe quel vecteur non nul
qui lui est colinéaire.

e deux équations cartésiennes d’une méme droite sont proportionnelles ;

o condition de parallélisme de deuz droites : elles admettent un méme vecteur directeur.

Exercice 90. Donner une équation cartésienne de la droite passant par A(a,0) et B(0,b) ol a
et b sont deux réels non nuls.
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[Indication : voir page 46|

[Réponse : voir page 5§

Exercice 91. On considére ’ensemble des points M (z,y) dont les coordonnées vérifient : il
Tz =3+2t

y=1-—1

Pour répondre aux questions suivantes, on raisonnera en cherchant une solution ¢ qui vérifie les
deux équations voulues.

existe un réel t tel que {

1. Le point A(3,1) appartient-il appartient-il & D? Préciser éventuellement une valeur de ¢
convenable.

2. Méme question pour le point de coordonnées (1,1).
3. Méme question pour le point de coordonnées (1,2).

4. Cas général : déterminer une condition nécessaire et suffisante sur (x,y) pour que le point de
coordonnées (z,y) appartienne a D, et préciser dans ce cas une valeur de ¢ convenable.

On a donc par trois fois résolu un systéme de deux équations & une seule inconnnue.

5. Vérifier que D est une droite ; en donner une écriture de la forme D = A + R# ot @ en est un
vecteur directeur, et en déterminer une équation cartésienne.

[Réponse : voir page 58|

Pour chacun des exercices suivants, on commencera par interpréter géométriquement les calculs
demandés, par exemple déterminer si un point appartient a une droite, chercher l'intersection
de deux droites etc.

Exercice 92. Résoudre par équivalence les systémes suivants, d’inconnue ¢, et ol a et b sont
des paramétres :

2t+1 = 3 dt—1=a t—1 =

[Réponse : voir page 58|

S e

Exercice 93. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur les paramétres a,b pour
que les systémes suivants admettent une solution

2%+1 = 3 3t—1=a t—1 =
(1){ t+2 = b (2){ t+2=10b (3){215—2 =

[Réponse : voir page 58|

S e

Exercice 94. Résoudre par équivalence les systémes suivants, d’inconnues z,y, et oit m est un

parameétre :
2r+y = 3 3r—y=1 20 +3y = 5 20 +y =1
(1){x+2y = 6 (2){6x—2y:2 (3){4w+6y = m (4) r—2y = m
20 +my = 3
<5){ rT—y = 5

[Réponse : voir page 58|
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6.2 Géométrie dans I’espace

Avec les mémes conventions que ci-dessus une droite D est définie par un point A et un vecteur
directeur non nul u, ce que l'on écrit D = A + Ru

MeD & INeR AM =i
Ty = XA+ ATy
& JdeR YM = YA + Ay
ZM = ZA + Az

Cela s’appelle une description paramétrique de D.

Remarque : la encore il n’y a pas unicité du couple (A, @) qui permet de définir la droite D = A + R

Exercice 95. On considére l’ensemble des points M (z,y, z) dont les coordonnées vérifient : il

r =2t
existe un réel ¢ tel que ¢ y=1—1¢
z=1+t

Pour répondre aux questions suivantes, on raisonnera en cherchant une solution ¢ qui vérifie les
trois équations voulues.

1. Vérifier que le point de coordonnées (0,1,1) appartient & D et préciser la valeur de ¢ conve-
nable.

2. Le point de coordonnées (2,0, 2) appartient-il appartient-il & D ? Préciser éventuellement une
valeur de ¢ convenable.

3. Méme question pour le point de coordonnées (2,1,1).

4. Veérifier que D est une droite; en donner une écriture de la forme D = A + 4 ou @ en est un
vecteur directeur.

5. Cas général.
(a) Montrer que sile point de coordonnées (x, y, z) appartient & D alors y+2z = 2 et x+2y = 1.

(b) Réciproquement, montrer que D est 'intersection des deux plans d’équations respectives
Piiy+z=2etPy:x+2y=1

[Réponse : voir page 59|

Un plan affine P est définie par un point A et deux vecteurs directeurs non nuls et non coli-
néaires u et ¥

—
MeP < 3I(\p) eR* AM = \i + ut

xM:$A+)\$u+va

& e ER? Yy =ya+ Ay + s

ZM = 24+ A2y F U2y

ce que 'on écrira par convention ’M €P e 3IN\p) €ER? M= A+ i+ pi| dou finalement

Pécriture | P = A + R + Rd|

Questions. A quoi ressemble 1’équation d’un plan dirigé par les vecteurs f(l,0,0) et f((), 1,0)7
et par les vecteurs i et k(0,0,1) ? et par les vecteurs fet k? Et comment se dessinent ces plans
dans ’espace 7
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Exercice 96. On se donne (1,2,3) et ¢(1,0,1) et on s’intéresse au plan P passant par
A(1,0,—1) et dirigé par les vecteurs @ et .

1. En résolvant un systéme de trois équations & deux inconnues dire si les points suivants ap-
partiennent ou non au plan : B(3,2,3) C(1,-1,0)

2. En résolvant un systéme de trois équations & deux inconnues déterminer toutes les valeurs du
paramétre m pour lesquelles le point D(2,0,m) appartient a ce plan.

3. Cas général :
(a) Montrer que si le point de coordonnées (z,y, z) appartient & P alors z +y — z = 2.

(b) Montrer réciproquement que si  +y — z = 2 alors le point de coordonnées M (z,y, z)
appartient au plan.

[Réponse : voir page 59|

THEOREME

(1) Soit (a, b, c,d) € R? tel que (a, b, c) # (0,0,0). L'ensemble des points de coordonnées (z,y, 2)
dont les coordonnées vérifient ax 4+ by + cz = d est un plan affine; on dit que c’est le plan
d’équation cartésienne ax + by + cz = d.

(2) Réciproquement, tout plan affine admet une équation cartésienne du type précédent.

Remarque :
e deux équations cartésiennes d’un méme plan sont proportionnelles ;
e pour le plan ci-dessus, le vecteur 7i(a,b,c) est normal au plan ;

e deux plans sont paralléles si et seulement si ils admettent un méme vecteur normal.

Exercice 97. (questions indépendantes)

1. Quelle est la nature de l’ensemble des points de l’espace dont les coordonnées vérifient
x + 2y = 37 En donner un point et un systéme de vecteurs directeurs.

2. Déterminer tous les vecteurs 7i(z, y, z) normaux a 4(1, 2, 3) et ¥(1,0, 1) en résolvant un systéme
de deux équations A trois inconnues. Combien y en a-t-il 7 Exprimer les solutions de facon
simple. En déduire une équation cartésienne du plan passant par A(1,0,—1) et dirigé par les
vecteurs u et U.

3. On considére le plan P d’équation x + 2y — 3z = 4. Déterminer un point A de ce plan, et
déterminer deux vecteurs 4 et v tels que P = A + Rd + Rv.

[Réponse : voir page 59|

Remarques.
1. L’intersection de deux plans non paralléles est une droite.

2. Toute droite peut étre décrite comme l'intersection de deux plans, ce qui fournit un systéme
de deux équations cartésiennes pour cette droite.

Exercice 98. On considére le plan P; d’équation x—z = 3 et le plan P, d’équation 2z + 3y + z = 3.

1. Vérifier que ces deux plans ont bien une droite d’intersection.

2. Montrer qu’il existe un seul point A de P; NPy dont I'ordonnée est nulle.
4 / . r—z = 3

3. On fixe un réel y. Résoudre le systéme { Ytz = 3-3y "
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r = 2—y
4. Montrer I’équivalence M (x,y,z) € P1NP2 & y = Y
z = —1l—-y

5. En déduire une description paramétrique de 'intersection de P; et Ps.

[Réponse : voir page 59|

‘ On s’intéresse maintenant & 'intersection de 3 plans dans I’espace.

Exercice 99. Résoudre les systémes suivants et interpréter géométriquement les résultats trou-

vés :
20 4+y—2z = 1
a) 3z+3y—z = 2
2z 4+ 4y = 2
20 +y—=2 =1
b) 3z+3y—z = 2
Sr —4dy —2z = 3
204y — 2 = 1
) 3x+3y—z = 2
Sr4+4y—2z = 4

[Réponse : voir page 59|

Arrivés 14 normalement vous devriez étre en mesure de compléter le tableau suivant :

nb nb 1nt}erp1iet(jit10n ce qu’on s’attend a trouver
d’inconnues d’équations g?ometrlque comme ensemble de solutions
éventuelle
1 1
1 2
2 1
2 2
2 3
3 1
3 2
3 3
3 4
7 Analyse (III)

On finit avec de nouveau de I’Analyse : calculs de limites, dériver et intégrer.

Objectif : apprendre & factoriser pour lever une forme indéterminée dans un calcul de
limites ; appliquer les formules de calcul des dérivées correctement notamment pour la
composée ; s’entrainer & reconnaitre les primitives usuelles.
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7.1 Calculs de limites

Rappel.

Soit f et g deux fonctions définies sur R.

Si f est une fonction bornée et si 7Jgr}rloog(ac) = 0 alors lgrfoo (x)g(z) =0

Reésultats : ces résultats & savoir par coeur permettent de lever des indéterminations

|
im 2@
r—+o0 I

N <

lim — =400
rx——+oco I
ig%a:ln(x) =0

Exercice 100. Déterminer la limite en +oo des fonctions suivantes :

2 .
a:xse VE b:wr—>$+7 c:xr—>m+5 d:x+—>smm
4o + 3 3 —1
In(In z)

ez cos(zt)e ™™ frxs

tx = (2 +si
e 9% (2 +sinz)x

[Indication : voir page 46|

[Réponse : voir page 59|

Une technique essentielle pour calculer une limite est de mettre en facteur le terme prépon-
dérant.

25 — 4zt + 222 — 30
3 +b5x —4

Au numérateur lim z° = 400, lim z* = 400 etc. Mais de tous les termes du numérateur
r—400 T—+00

Ezemple. Déterminer la limite en +oo de F(z) =

le terme prépondérant (c’est-a-dire celui qui croit le plus vite vers +o0) est le terme en z°. En

faisant une remarque similaire pour le dénominateur, on est donc amené a écrire :
5 4, 2 _ 30

1+ 5 - %)

z2 3

dotu lim F(z)=+4o0
T—>+00

Exercice 101. Utiliser cette technique pour déterminer la limite en +o0o des fonctions suivantes

z+4+3
* @) =5
2c—1
* )=
22 —3x+1
8@ = T
x4+ In(z)
* 91 = 3w
2% — x
o g5(v) = o + 1

[Indication : voir page 46|

[Réponse : voir page 59|
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Exercice 102.

Déterminer la limite en +oo des fonctions suivantes :
224+ 23 +3lnx+e "

* filo) = xt +cosz—1

* folw) = 52561;I$:r;$

. fol) = e " Zﬁz;;;cosx
- sl = 2

.« f5(@) = e’ —1

fﬁ(%) _ e—3\/5+w—ln(m2+1)+cosw
fr(x) = Va(Va +1 - Va)
fa(z) =In(e* +1) —

2x

[(Indication : v

oir page 46|

[Réponse : voir page 59|

7.2 Dérivées

‘Dériver ou intégrer, ne vous trompez pas de sens!

Pour u et v deux fonctions dérivables :

Fonction Dérivée Observations
u—+v u 0
Au A’ A est un réel
uv wv’ +u'v
u™ avecn €7 nu™ o/ u ne s’annule pas si n € Z_
1 u/ ,
— -— u ne s’annule pas!
u u
i vu' — uv’ ,
— 5 v ne s’annule pas!
v v
T e” T +— e”
In T — —
T
fog=f(g) flogxg bien justifier la dérivabilité de la composée...
f’
In|f]| 7 f ne g’annule pas
u® avec a € R* au® "ty u>0
1
Na — /- est définie sur R et dérivable sur R}
2/
sin cos
cos —sin
2 1
tan 1+ tan® =
cos?

Ezemple : dériver la fonction F : x+— x — 1.
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e la fonction g :  — x — 1 est définie et dérivable sur |1,4o00[ et pour tout = > 1 on a
r—1>0.

e la fonction f :y+— \/y est dérivable sur R’

Donc F = f o g est dérivable sur |1, +00[ comme composée et pour x €]1,+0oo[ on a

F'(w) = f'(g(2)) x ¢'(2) = w%

Exercice 103. Justifier la dérivabilité et calculer la dérivée des les fonctions suivantes ; mettre
le résultat sous une forme propice a une éventuelle étude de signe

firze (x—1)3 forze (2 —-1)3 fz:xzr— 32 —6r+1
z+1 3—x
rx—= (e —1)(z—2 Tx LT
Ja ( ) ) fs po fe e
3 1 1
friz— 190—}— fs iz 3a?— = forz— (z—2)3—2a)(x—4)
—x T
’_)3.17272.Z+1 H12721+3 Y
ey — B e ——— Tz x —
g1 e 12 92 22—z 12 93
ga:x—> Va2 —2x+5 gs x> Va2 +1 g6 1 T >
-z +2
T . T .
g7:xr—>cos(217§) gg:x»—)sm(Eme) g : > sin 2z cosx
hlcx»—>6c052x—6cosx—9 hg::tcn—>ﬂ hs :x+— 2sinxcos+sinx + cosx
1+ cos?zx

h4:xb—>w hs : z+— In(5z — 1) he :  — In(z? + 1)
zsinx + cosT

x—1
h7 iz~ In hg :x+— Inlnz ho : x — In |7 — 2z|
x4+ 1
2
u:x—zlhhr —z ug e ug x> e® ot
; e +1
Uy x s eST us 1T — ug : x> TN
et —1
1 T
Uy X TeT ug:z»—}ln(e%—ex—l-l) ug i T —————
1+e 2
Hﬁ_l H\/z—l
V1T vo i T
vV +1 Vr+1

1+sinz
V3 I ——— v4 : x +— tan 2x
1 —sinzx

[Réponse : voir page 59|

Exercice 104. Justifier la dérivabilité et calculer les dérivées des fonctions suivantes :

f':pr—>l f:z:r—>i f:w—)i fatc»—)i
x x? x3 x4
1 1 1 1
f.x»—)l_x f'xHi(l—x)Q f,xwi(l_x)g f.am—>7(1_gc)4
1 1 1 1
Frro ot T Gere DT e DT @ery

. 1
etc. en utilisant la formule donnant la dérivée de u® et pas celle de la dérivée de —.
U

[Réponse : voir page 60
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7.3 Primitives

7.4 Reconnaissance de la dérivée d’une fonction composée.

Pour u et v deux fonctions continues donc admettant des primitives U et V on a :

Fonction Primitives Observations
u—+v U+ V 4 cte
Au AU + cte A est un réel
(¢ ou) x u gou -+ cte
u’et e" + cte
1
wu' avec n € Z\ {—1} ?u"+1 +cte | sin €ZY : une s’annule pas.
n
1
u®u’ avec o # —1 —— w4 cte u>0
a+1
u/
— In |u| + cte u ne s’annule pas
u
u’ sin(u) — cos(u) + cte
u’ cos(u) sin(u) + cte
/ 2 u’
u' (14 tan®(u)) = ——— tan(u) + cte
cos?(u)

ol cte désigne une constante arbitraire réelle.

Exercice 105.

[(Indication : voir page 47|

[Réponse : voir page 60|

Exercice 106.
pour controler la réponse.

1
Déterminer I’ensemble des primitives de x — — sur R* .

T

Calculer les primitives des fonctions suivantes, puis dériver le résultat obtenu

f1:x e 2% — 3521 4+ 1421 — 328 + 202 + 5623 + 5122 + 182 + 1

1 1 1 1

f2:$,_>, fgsz— f423’3’—)f f52$’—)f

T x2 x3 x4

— 1 — 1 — —
e [T ST T
o 11—z 92 (1—2)? 93 (1—2)3 94 (1—2)*
h — ! h — h — h —
DX T ST X
! 2z +1 ? (2z +1)? s 2z +1)3 4

[Réponse : voir page 60|
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Exercice 107. Calculer une primitive des fonctions suivantes puis dériver le résultat obtenu
pour controler la réponse :

1
a)x + 4r? — 5z + e bz — z(22% +1)* c)x s (x—1)3

1 1
2 3
e)xr— (7 —1) f)x»—);—ﬁ g)x»—)x/zf—i-ll
h)x +— sin 2z i)z — cos 3z Jr—=l——
b1 g
2 5
k)x — P o Da— 2zx(z® — 1) m)r — R
) 1 ) s 2z +1 ) z?
0)T — —5———5 D)T
MET 3 (22 + 2+ 3)2 P 3 —1
Q) — e*® )T 5e:+ 7 S)T 2 Y1+ 2
> eV
t)x — tanx u)r — xe® v)x N
x
5 1
w)x — 7E Y)T PN z)x — —Ver

e’ cos 3/5

B)x — sinxe

e’ cosx —sinx
+ 2e%)2

[(Indication : voir page 47|

cosx + sinx

[Réponse : voir page 61|

Exercice 108. POUR LA PHYSIQUE...
1) Dériver les fonctions suivantes :
fi:t—sint e fo i@ — cost e fs:t+— coswt e fi1:t—sinwt e
f5:t+—>sint e T fe :t+> cost e T fr:t+— coswt e T fs it sinwt e r

2) Calculer les intégrales suivantes

2Od 1 10—2d 3152dT o
I = av I, = /e_Qtdt I3 = / ap I,= | = I5 = /Acos(wt+<,o)dt
v 2p T
10 0 10-5 275 0

[Réponse : voir page 61|

Exercice 109. Déterminer des primitives des fonctions suivantes

1.1:»—)M

1

2. —_—
e xIn(z)

1
3. x»—)maveca>0,a7él

[Réponse : voir page 61|
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Exercice 110. Déterminer une primitive de chacune des fonctions suivantes

1. f(z)=(z+2)V3x+6

sin 2x
2 @) = T eoa
_ sin(lnx)
3. fz) = Y
4. flz)=2"+2°°
5. f(z) = !

cos? zv/tan x

[Réponse : voir page 61|

7.5 Intégrations par parties.

Exercice 111.

1 1
1. Calculer I, = / tetdt puis I} = / t2etdt.
0 0

2
2. En remarquant que In(¢) = 1 x In(¢), calculer I = / In(t)dt.
1
3. En effectuant deux intégrations par parties successives, et sans tourner en rond, calculer
s
I3 :/ e’ sin(t)dt.
0

[Réponse : voir page 62

Exercice 112. Calculer :
27
1. / e! sin 2tdt
0

2. /2 x sin(x)dx
0

3. /4(x + 3) In(x)dx

2
4. / t3etdt
0

[Réponse : voir page 62

Exercice 113. *Plus difficile* Calculer :

1. /j(m cos(z) + sin(x)) In(z)dx

\/1n(2)
2. / et at
0

[Réponse : voir page 62
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8 Pour finir...

Si vous étes trés motivé, il reste le calcul matriciel, le dénombrement, les probabilités et 'arithmé-
tique pour les MPSI... Courage! Tout ce que vous ferez avant la rentrée sera autant de gagné sur
votre travail de I’année prochaine et vous permettra de vous concentrer sur les aspects vraiment
intéressants des Mathématiques!

8.1 Calcul matriciel
Exercice 114. Calculer les produits suivants :

cosa —sina cosB —sinf cosa  sina cosff  sinpf
P = . X . P, = . X .

sina  cosa sinf  cospf sina  —cosa sinf —cosf3

[Réponse : voir page 62

Exercice 115. Soit A =

_ = O

11
0 1 | Montrer que A? = A + 215 et en déduire que A est
10

inversible, préciser son inverse.

[(Indication : voir page 47|

[Réponse : voir page 62

les résultats devraient étre simples).

—

Exercice 116. Calculer les produits matriciels suivants

1 2 3 4 -9 1 1 1 1 4 3 10 12 -4
2 3 4 1 1 1 11 -9
X , 6 8 5 | x| —35 42 13
3 4 1 2 1 11 -9 1 7 92 0 A —52 —16
4 1 2 3 1 -9 1 1
[Réponse : voir page 62
Exercice 117. Déterminer les puissances n des matrices
1 00
Alz[g é],Azz[? H,Agz 100,
0 1 1
[Indication : voir page 47|
[Réponse : voir page 62
Exercice 118. Soit
—(a+1b) b a
A:{MGMg(R) | 3(a,b) € R2 M = a  —(a+b) b }
b a —(a+0)

1. Montrer que A est stable par combinaison linéaire, c’est-a-dire que si M et M’ sont deux
éléements de A alors toute matrice de la forme AM + X M’ est encore dans A.

2. Déterminer deux matrices A, B telles que toute matrice de A s’écrive comme combinaison
linéaire de A et B.
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3. Calculer A%, B%, AB, BA. Montrer que A est stable pour la multiplication des matrices.

4. Existe-t-il dans A des matrices dont 'inverse est dans A7

[Réponse : voir page 62

z+1 T
Exercice 119. On considére I'ensemble A des matrices de M3 (R) définies par M (z) = r x+1
x —x

lorsque x décrit R.

1. A est-il stable par combinaison linéaire ? c’est-a-dire si deux matrices M (x) et M (x’) sont
dans A, est-ce que toutes les matrices qui s’écrivent AM (z) + pM (z') sont encore dans A ?

2. Soit (z,y) € R?. Calculer le produit M(x) x M(y). En déduire que A est stable pour le
produit matriciel.

3. Existe-t-il dans A des matrices A vérifiant A% = M (1)?

4. Montrer qu’il existe une unique suite (u,)nen de nombres réels telle que
M™(1) = M(uy).

[(Indication : voir page 47|

[Réponse : voir page 63|

Exercice 120. On considére les matrices suivantes

-1 2 2 1 2 -1 -1 1 1 11
A=12 -1 2 P:§ -1 2 -1 Q:§ 1 11
2 2 -1 -1 -1 2 1 11

1. Calculer P%, Q?, PQ, QP.
2. Déterminer deux réels a et b tels que A = aP + bQ.
3. Montrer que Vn € N, A" =a"P +b"Q

(Indication : voir page 47|

[Réponse : voir page 63

8.2 Dénombrement.

Exercice 121. Combien de menus différents peut-on composer si on a le choix entre 2 entrées,
3 plats et 4 desserts ?

[Réponse : voir page 63

Exercice 122. En PCSI3, il y a 41 éléves qui réalise un devoir. Combien de classements
possibles y-a-t-il & ce devoir

1. au total?
2. si on sait d’avance de fagon certaine que 1’éléve NIBUCHIT sera premier 7

3. ¢'il y a 15 éléves qui jouents au rugby, 26 éléves qui jouent au football, et si on sait que
touts les éléves jouant au rugby sont toujours classés devant les éléves jouant au foot ?

[Réponse : voir page 63|
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Exercice 123. On suppose n > 2. Une compagnie d’aviation dessert n villes. Tous les trajets
entre les villes sont possibles. Combien de billets différents doit-on éditer ?

[Réponse : voir page 63|

Exercice 124. On suppose n > 2. n personnes se serrent la main. Combien de poignées de
mains sont-elles échangées ?

[Réponse : voir page 63

Exercice 125. On tire simultanément 5 cartes d’'un jeu de 32 cartes. Combien de tirages
différents peut-on obtenir ?

1. Au total ?

composeés de 5 carreaux ou 5 piques?
composés de 2 carreaux et 3 piques?
contenant au moins un roi?

contenant au plus un roi?

S ok w

contenant exactement 2 rois et 3 piques?

[Réponse : voir page 63

Exercice 126. Combien y-a-t-il d’anagrammes des mots
1. "MOT"?
2. "RIGOLO"?
3. "ANAGRAMME"?

[Réponse : voir page 65

8.3 Probabilités

Exercice 127. Exprimer P(A U B U C) en fonction des probabilités de A, B,C et de leurs
intersections.

[Réponse : voir page 65

Exercice 128.
1. On lance simultanément deux dés équilibrés & 6 faces. Quelle est la probabilité d’obtenir
(a) un double?
(b) une somme des deux dés égale & 97
(¢) un minimum des deux dés égal a 47
2. On lance cinq fois un dé équilibré a 6 faces. Quelle est la probabilité d’obtenir au moins
une fois un nombre pair ?
3. On lance simultanément trois dés équilibrés a 6 faces. Quelle est la probabilité d’obtenir au
final un 1, un 2 et un 4, dans n’importe quel ordre, ou bien trois chiffres de méme parité?
4. On lance six fois un dé équilibré a 6 faces. Quelle est la probabilité d’obtenir chacun des
numéros de 1467

[Réponse : voir page 65
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Exercice 129. On suppose que chaque enfant qui nait a 1 chance sur 2 d’étre un garcon.
Madame B. a 4 enfants.

1. Quelle est la probabilité qu’elle ait 4 garcons, sachant que I’ainé est un garcon ?
2. Quelle est la probabilité qu’elle ait 4 garcons, sachant qu’elle a au moins un gargon ?

[Réponse : voir page 65|

Exercice 130. Une urne contient 5 boules blanches et 4 boules noires. On tire successivement
et sans remise 4 boules de 'urne. Quelle est la probabilité d’obtenir 2 boules blanches puis 2
boules noires dans cet ordre ?

[Réponse : voir page 66|

Exercice 131. Une urne contient 4 boules blanches et 2 boules noires. On tire successivement
2 boules de 'urne. Quelle est la probabilité d’obtenir une boule noire au deuxiéme tirage dans
chacun des cas suivants ?

1. A l’issue du premier tirage, on remet la boule tirée dans 'urne avec une autre boule de la
méme couleur.

2. A Tissue du premier tirage, si la boule tirée est noire, on la remet dans 'urne, mais, si elle
est blanche, on ne la remet pas dans 'urne.

[Réponse : voir page 66|

Exercice 132. On dispose de 3 urnes U;, Us et Us contenant chacune 2 boules noires et 3
boules blanches. On tire une boule de I'urne U; et une boule de 'urne Us, puis on les place dans
P'urne Us. On tire alors une boule dans 'urne Us.

1. Quelle est la probabilité d’obtenir 3 boules noires ?
2. Quelle est la probabilité d’obtenir 1 boule blanche dans U3 ?

3. On a obtenu une boule blanche dans U3. Quelle est la probabilité d’avoir obtenu une boule
blanche dans U, et une boule blanche dans Uy ?

[Réponse : voir page 66

Exercice 133. Une maladie affecte une personne sur 10000. Un test sanguin permet de détecter
cette maladie avec une fiabilité de 99% lorsqu’elle est effectivement présente. Cependant, on
obtient un résultat faussement positif pour 0,1% des personnes saines testées.

1. Quelle est la probabilité que le test se trompe ?

2. Quelle est la probabilité qu’une personne soit réellement malade lorsqu’elle a un test positif 7

[Réponse : voir page 66|

Exercice 134. On lance deux dés équilibrée. On considére les événements A :"le premier dé
améne un nombre pair"; B :"le second dé améne un nombre pair"; C :"les deux dés aménent
des nombres de méme parité".

1. Montrer que A, B, C sont deux & deux indépendants.

2. Montrer que A et BNC ne sont pas indépendants, que A et BUC ne sont pas indépendants.
On dit que A, B, C ne sont pas mutuellement indépendants.

[Réponse : voir page 66|

42



8.4 (MPSI uniquement) Arithmétique

Exercice 135.
1. Déterminer le dernier chiffre de Pécriture en base 10 de 2023221,
2. Démontrer que 11 divise 2!2% + 2121 4 1.

3. Soit 7 un entier naturel. Démontrer que 7 divise 327! 4 27+2,

Indication : voir page 47|

|[Réponse : voir page 66|

Exercice 136.
1. Démontrer que pour tout a et b dans N,
a* +4b* = (a® + 2b? + 2ab)(a® + 2b* — 2ab).

2. Montrer que si n est un entier supérieur ou égal & 2, alors n* + 4" n’est pas premier.

Indication : voir page 47|

|[Réponse : voir page 66|

Exercice 137.

1. Démontrer que pour tout n dans N, 23" — 1 est un multiple de 7.

2. Déterminer le reste dans la division par 7 de 2021222,

|[Réponse : voir page 67|

Exercice 138.

1. Montrer que 6 divise n® + 5n pour tout entier naturel n.

5

2. Montrer que 30 divise n° — n pour tout entier naturel n.

Indication : voir page 47|

|[Réponse : voir page 67|

Exercice 139. Pour chacun des couples d’entiers suivants a et b, déterminer leur pged ainsi d
qu’un couple d’entiers (u,v) tels que au + bv = d.

1. a=30et b=45

2. a=20et b=063

3. a=147et b= 141
4. a=252et b= —-524

Indication : voir page 47|

|IRéponse : voir page 67|

Exercice 140. Déterminer ’ensemble des solutions de 7x 412y = 1, d’inconnues z et y dans Z,
puis de 7x + 12y = 4, d’inconnues x et y dans Z.

|[Réponse : voir page 67|
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Exercice 141. Soit n € N* et k un entier naturel. On note wy = e On dit que wy, veérifie

2im

la propriété (G) si : il existe p € N tel que w} = e .

1. Démontrer que si wy, vérifie la propriété (G) alors il existe p et £ dans N tel que kp—¥¢n = 1.
2. En déduire que si wy vérifie la propriété (G), alors k et n sont premiers entre eux.

3. Réciproquement, si k et n sont premiers entre eux, démontrer qu’il existe u et v tels que
uk + vn =1 et, en calculant wy, démontrer que wy, vérifie la propriété (G)

Indication : voir page 47|

|[Réponse : voir page 67]

44



Indication de llexercice 13]: pour C,, : rappels de cours sur les puissances dans le paragraphe
4.

Indication de lfexercice 24]: identifier soigneusement la raison avant d’appliquer une formule :
e calculer —B,,
e pour (), la raison se voit
e pour D,, commencer par factoriser par 5 avant de chercher la raison.

Indication de llexercice 27| : Pour les équations b)c)d)e)h)k) chercher d’abord des racines

évidentes en utilisant la somme et le produit...
Indication de llexercice 29| : Inutile de calculer le discriminant, utiliser plutot les relations
entre coefficients et racines. D’autre part, faire attention aux valeurs particuliéres de m.
Indication de lfexercice 30]: Pas besoin de discriminant pour les équations (2), (3), (4)
Indication de llexercice 31| : Ne pas hésiter a tracer lallure du graphe des deux premiéres
fonctions ...
Indication de llexercice 32l :

e pour c¢) etc. : réduire au méme dénominateur ;

e pour g) : on a en fait & traiter un systéme de deux inéquations

Indication de 1 : Si 1 et zo sont les racines de 1’équation, alors 933% = 3x1 + 4,
1

d’ott 9(23 4+ 23) = 3(z1 + z2) + 8 et on conclut en utilisant que la somme des racines vaut 3

Indication de llexercice 37]: pour (6) et (8), surtout ne pas développer! Pour (7) et (9), pas
de A. Pour (10),(11), on dispose déja des racines. Ne pas oublier de discuter en fonction de m

pour (14).
Indication de llexercice 43|: Pour (4) : élever au carré! et revoir cours et exercices sur les
trindmes paragraphe suivant...

Indication de lfexercice 45|: On utilisera d’abord les régles de calcul usuelles sur les inégalités ;
puis onpourra étudier rapidement les fonctions f, g, h pour conclure.

Indication de lfexercice 47]: Inutile de calculer les différences...

Indication de ljexercice 48]: On supposera a < b, puis a > b, puis a = b
Indication de lfexercice 50| : Remarquer que I'on manipule des quantités positives et tout
mettre au carré.
Indication de llexercice 51l:
1. Développer (a — b)%.
2. Se ramener a la question précédente avec de bonnes valeurs de a et b.
3. Démontrer que (a + b)? > 2ab.
Indication de llexercice 521 :
1. Etudier un trinéme du second degré ou une fonction.
2. Utiliser 'inégalité précédente et la possibilité de sommer les inégalités.

3. Supposer que ce n’est pas le cas et aboutir & une contradiction & ’aide de l'inégalité
précédente.

b
Indication de llexercice 53|: Démontrer que Z—b < al_
a

Indication de lfexercice 54| :
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1. Utiliser la formule du binéme de Newton ou bien une récurrence.

. i e 2n 2nx (2n—1)x---xn+1
2. Faire une récurrence. Pour la premiére inégalité on peut remarquer que = .
n nxn—1)x--x1

Indication de llexercice 56]: 0.125 = 2
Indication de 1 : ne pas oublier la « quantité conjuguée », et tout exprimer en
+v2).

fonction de In(1

Indication de ljexercice 58]: se reporter a I'exercice ci-dessus pour simplifier la somme.
Indication de lfexercice 62]: attention & ensemble de définition de ces deux équations...
Indication de 1: il y a quatre cas a envisager, suivant le signe de z et celui de In |z
Indication de llexercice 68 :

Equation 3 : —cosa = cos(a+...)
Equation 6 : —tano = tan(...«)
Equations 7 & 8 : sina = cos(- - — «)

Indication de llexercice 87]: Mettre ce nombre sous forme trigonométrique.

Indication de lfexercice 88|: Dans le chapitre Complexes, a® + b? s’interpréte comme le carré
d’un module!

Indication de llexercice 89]: Une récurrence fera l’affaire pour la formule, puis relier S et iS5
a 52n+1

Indication de ljexercice 90]: Faire un dessin... et chercher une équation de la forme ... z+...y =
1

Indication de llexercice 100]:
e pour a, comparer = et 1/x au voisinage de 400
e pour b, ¢ factoriser numérateur et dénominateur
e pour d, e utiliser le résultat encadré
e pour f penser 3 la limite d’une composée...
e pour g minorer...
Indication de ljexercice 101]: Factoriser par
e retxw
o 22 et 22
o ¢’ et e”
Indication de lfexercice 102]: Factoriser par
o 22 et z* pour f1
e zlnz pour fo

o e” et 2213 pour f3

1
e écrire In(1 4+ z) = In(z) + In(1 + E)

e factoriser par e* pour f5

e déterminer la limite de « ce qui est dans ’exponentielle » puis conclure en utilisant la limite
d’une composée

e quantité conjuguée...

e factoriser ¢2* dans le logarithme
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Indication de llexercice 105|: Ne pas chercher midi & quatorze heures...
Indication de llexercice 107|: b)c)l)m)o)s)d) : déterminer une constante A telle que la fonction

4 intégrer soit de la forme \u'u
d) : développer
g) 1 Vo =a?
/
u
k)déterminer une constante A telle que la fonction a intégrer soit de la forme A—
u

u)v) : de la forme u’e"

Indication de llexercice 115|: Factoriser par A...
Indication de llexercice 117 : Formaliser des récurrences
Indication del : 1) Si un ensemble est stable par combinaison linéaire il contient

nécessairement la combinaison linéaire nulle 4) attention a la question, qui demande existence et
unicité de la suite (uy), ! I'existence se traite par récurrence, I'unicité par ’absurde

Indication de llexercice 120|: pour 3) on pourra raisonner par récurrence.

Indication de llexercice 135|: Il s’agit de faire des congruences, modulo 10, 11, 7.
Question 1, trouver un entier p tel que 2023% soit congru & 1 modulo 10.

Indication del : Pour la deuxiéme question, distinguer selon les casn = 0, 1, 2, 3[4].
Indication de llexercice 138:

1. Remarquer que 6 divise toujours n° — n, en s’intéressant a la divisibilité par 2, par 3, d’un
produit de 2, de 3 entiers consécutifs.

3

2. Faire de méme, en factorisant judicieusement n° — n. S’intéresser aussi aux congruences
modulo 5.

Indication de llexercice 139|: Effectuer I'algorithme d’Euclide et le remonter.

Indication de llexercice 141|: Utiliser le fait que si ¢’ = ¢'?, alors 0 = @+ 2km, avec k € Z.
Tout est ensuite basé sur la relation de Bézout.
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Réponse de |Exercice 1)

A_i
15
Réponsedel:A:aJrc;B:72a+3b+5c;0:6;D:a79
155
Ré del i 3:A:,.B_ =——
éponse de llexercice 3 o C’ 531

Réponse de lfexercice 4]: A = —210° — a%; B == 2ab + 3a® + 2b

Réponse de llexercice 5| : A = 34323y ; A; = 92%y? B = 32a'°'° ;

L 33, 4.2 3 _ 2 910 5. 4 2547
2zy,Ef35axy F = 5abac,G 10a"z

Réponse de llexercice 6|:

1 2n- 3 7 15 s
A:§ 2B: 3n2 E:273 F:2§ G2:—7 Xll
K=a" L=a"" M=d" P=a"

Réponse de llexercice 7|:

A= (e®)* B:e—z C=e?x(")? D=(-e)"

1 x2 T 2 x 1 x 2
sl F:<>+3e+:<e+><e+>
et

Réponse de 1@ =52 +7r—1

Q(z) =17/122 +5

5% , 16 1
S(a)—11—57a—3§ R
_ 3 °p2_ .2
T(az)——ﬁm +2x 5%~ 5

Réponse de llexercice 9|:

A+B+C=922-102+12 A-B+C=5z>+4
A+B-C=2>-82+6 —A+B+C=322—22+2
Réponse de lfexercice 10]:

A+ B+ C+ = 154 — 14ab + 9v? A— B+ C = 3a®+ 2ab — 9b?
A+ B—C = Ta? — 8ab + 23b* — A+ B+ C = 5a® — 8ab — 5b*
Réponse de lfexercice 11]:

A=428 —102% + 42 + 723 — 142 B — 202° + 152* + 823 — 622

C = 2125 — 62° — 232* + 1023 — 2022 D = 22* — 222 + 222 + 182 — 20

C =4d";D

E = —252° 4 5021 4+ 92% — 502% + 162 F = 35/82% — 19/22" 4+ 19/823 + 42% — 22 + 1/4

G=3z"—422+1  H =162+ 162° — 522* + 122> + 6922 — 70z + 25
Réponse de llexercice 12|:
12x11x 1 292 ;

X x10x9; ' 310

Réponse de llexercice 13|:

1
A=(n+2)(n+3) B,( ) Onin—l—lbi?
Réponse de lfexercice 14]:
. n—1 7n2+4n+2
" n(n+1)! " (n+3)!
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Réponse de 1 :
29 _3V3+2v2
2 T
Réponse de 1m (a)2; (b) — 113/43; (¢) — 21/5; (d)0
Réponse de ljexercice 18|: (a){1,2,3}; (b){0,3}; (c){0,5/3}; (d){—9,9}; (e){—8/3,8/3};
(£){0,3/4,4/3,-1/5}; (g ){ 1,1} (h){=5,6/5}; (i){7/2, =7/2}; (7){—-1/3,8/3,2};
(k){0,2, =2} ({5}
Réponse de lfexercice 20]:
A=(z—1)? Bz(x—k%)? C=2r—-1?2 D= (a+2)?

E = 4x(x +1y)? F =3zy(z +vy) G =3zy(—z+y)
H = (x4 3y)(2* —3zy +9%) K = (2a — 5)(4a® + 10a + 25)

(4)

Reponsedelm
A=a? +8x+16—(x+4) B = 2% — 6azx + 9a* = (x — 3a)*

C=42—da+1=02x-1)> D=92>+6x+1=3x+1)>
E=2*+2v* +y* = (x +9%)? F =4ad%s? — dar +1 = (2ax — 1)*

Réponse de llexercice 22|:
A= (a—-b)(a"+a’b+d®b® +ab® +b*) B = (a+b)(a* — a®b+ a®b? — ab® + b*)
D = (a* — 2b%)?
F = (a+0b)(a—b)(2a> + 1+ 2b?)
—D@®™ ' +a® 24+ 41  H=(+1)@®—a®™ 1 +a®2... 41)
K = (a — 2b)(a + 2b)
P

22n:(a_2)(a2n—1+2a2n—2+22a2n—3_"_._._’_2271—1)
Réponse de lfexercice 23|:
A=ad’xr—2axb+b>x B=0 C =2a®—6abc+ 26+ 2¢°
D = a?b — ca® + b’c — b’a + a — be? E=a®+b>+3
F=a*4+b*+c* —a®b—a’c— ab® — ac® — b3c — be® + a®be + ab’c + abc?

Reponse do IExercice 73]
32n+1 4+l _q
PR i e e
1 + (_1)na2n+2 5 3
Ch=—""2 "  D,=—((=5)"3_1
1+ a? 126 ((=5) )

Réponse de lfexercice 25|:
9

Ay =5E-1) C=

2a2n

P

3n+2 (3n+3 _ 1)
2

-1
1 sila|#£1, nsia=1

Réponse de |fexercice 27

B, =a
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b)8,2

V2,V8 d)a,?2
e)—1,—1  fla++22
)

1 1 2
I _C =492
913 DT \\[/g
—1£+v5
h N — VY
)0,6 )5
5 /5
k)—3a,—a lax==+-1/2
) 1 3a,—a )z 2\/;
m)é,l
Attention! Pas de calcul de discriminant pour h), i) et 1) !
4 2z —
Réponse de llexercice 28|: Fy(z) = ;7—‘_3; Fy(z) = v=3
T —
. . 2 2
Réponse de llexercice 29|: 3

Attention, si m = 0, ce n’est pas une équation du second degré! Si m # 0 alors ’autre racine est
1

m

Sim # —3 alors on trouve
Réponse de 1:
10
1) —,5 2) 0,=
( ) 7 ’ ( ) 73
3) z=4£7 (4 -1,-7
Réponse de lfexercice 31]:
1 5 1
(1) x6]3;5[ (2) xe}—3;2[ (3) xe[—2;5[
Réponse de llexercice 32]|:

+3

a) toujours vrai b)toujours vrai
C)E,1{u}2,+oo[ d) 0,7_7\@ U 2,+7+T¢ﬁ
e) |—o0,1[U]1,3[U4, +o0[ f) [1,2]U4,7]

g) [2,5]U[9,12] )1, +oo]

Réponse de 1 : On trouve 2 racines réelles : +v/5 et 2 complexes =+i.
1+v/17 Jot 1— /17 1+ /17
—— don EE——

5 COSHZTet sinf = 5

Réponse de llexercice 34|: On trouve z =

On en déduit sin 260 = —g et cos 20 = 7'917
Réponse de lfexercice 35|: Pour la premiére : Inz = —6 ou 7

d’ott # = =5 ou ¢”. Pour la seconde : In2z = 7 donc z = eV7 ou z = e~

Réponse de llexercice 36]: Le signe d’un produit est le méme que celui d’un quotient ! Pour la
deuxiéme question, la réponse est non, —5 convient dans un cas et pas dans 'autre.

Réponse de |fexercice 37):

V7
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|-13] W | — 00, —3[UJ5, +00]  (2)

2

]~ o0, [UlL, +oo] (3) 9.1 ()

{—9 —6V2,-9+6v2|  (5) 11,70 (6)

{3t (7 ] oo, —1[ (8)

| — 00, —=3[U]0, +o00[ (9) | — 00, —1[U]5/2,400[ (10)

(1,7] (11) 0 (12)

| =00, =2[U]2/3,400[ (13)
Sim > % alors on trouve | — oo, %}U]m, +oo[ pour I’équation (14) (autre cas analogue); et si

1 i .. 1 .
m = 3 tout réel distinct de 5 convient.

Réponse de 1: 5:v3—-1;2—3;13—d|

Réponse de llexercice 39| : a = 20;b = 9+ 4V5;¢ = 12V7;d = 12;e = 9 — %ﬁ;f =
50 — 25v/3; g = 10; h = 2v/2

Réponse de lfexercice 40]:

a=—(V2+V3) b:—%(3+\/§+\/§+\/5

1
c:§(4—2f—2\/§+\/6) d=3-2V2
e=VI5+vV10-v6-2 f=1-v10+V15

Réponse de lfexercice 43|:

(1) -1<z2<7 (2) z<—-3ouzxz>2 (3) toujours vrail
2
(@) odl -4 () —2<w<s

Réponse de lfexercice 44]:

3,2 a 3,3
1. 4 12 1 ! — .
,8<a+b<b 5,12<ab< 5,6 1,7<b<1,6
3,3 a 3,2
2. —1 -1 - 1 -5,12 -2 - < —=
,7<a+b<—-1,5 5,61 < ab < =5, 1,6<b< 1.7
3,2 a 3,3
. - b< —4 12 b 1 ’ - ’
3. b<a+b<—4,8 5,12<ab<b,6 1,7<b<1,6
1 1
Réponse de llexercice 47:0<b<b+1doncb+ ggetc.

1

a— a a+1

b—1°0 br1

Réponse de lfexercice 49]: Déja, 1 <a<2et —3<b< —2donc —2<a+b<0.

Ensuite, 1 < a’ <2et =3 < b < -2 donc 2 < b < 3. Comme —b' >0, on peutlmultiplier les

Réponse de llexercice 48: Si a < b alors

1
inégalités pour obtenir 2 < —a'b’ < 6, d’ott —6 < @'t/ < —2. D’ou ~5 < e < 5
a
Ainsi, comme a + b est négatif, on en déduit que
a+b
0< P < 1.
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Réponse de lfexercice 50]: Soient z et y deux réels positifs. Alors
Vz+Vy)? =z+y+2y/ay > x4,

donc, par croissance de la fonction racine carrée,

Ve +y = Ve ty.
Réponse de lfexercice 51]:

2 b2
1. On sait que (a — b)? > 0, donc a® + b*> — 2ab > 0, donc a® + b* > 2ab, d’ott ab < ot .

2
: A x 2,12 3+
2. Par la question précédente, en prenant a = et b= \F)\y, 2ab < a” 4+ b*, d’out 22y <

S

2
7 + )\y2.
3. Déja, (a+b)? = a®+2ab+b* > 2ab > 0, et, de méme, (a+c)* > 2ac > 0 et (b+c)? > 2bc > 0,
d’ot en multipliant les inégalités (car les quantités sont positives!),
(a4 b)2(a+c)*(b+c)* = 8a*b*c?,
d’ou I'inégalité désirée en prenant la racine carrée.

Réponse de lfexercice 52|:
1
1. Le polynoéme du second degré —z? + z atteint un maximum en 3 et ce maximum faut
1 1 1
1 + 5= 1 Ceci assure que pour tout réel z, (1 — z) <
1

S
1 1
2. On sait que a — a? < ietbbe fdoncafa +b— b2<§ donc a + b < 2+b2+§.

—_

1 1
3. Supposons que ce n’est pas le cas. Alors a(l —b) > 17 >0,b(1—c)> 1 >0etc(l—a)>

> 0 donc, les quantités étant toutes strictement positives,
1
a(l —b)b(1 —c)e(l —a) > B
ce qui est absurde car, par la question précédente,

1
a(l —a)b(1 —b)c(1 —¢) < yeR
D’oti I'inégalité demandée.
Réponse de lm Déja, (a + b)? — 4ab = (a—b)* > 0 donc (a + b)® > 4ab donc

ab a+b be b+c a+c e e
< ——. De méme, < et < 1 . En sommant ces trois inégalités, on

a+b 4 b+c 4 a+c
obtient I'inégalité désirée.

Réponse de llexercice 54:

1. Soit a > 0. Premiére méthode. Soit n € N. On remarque que (si vous n’avez jamais vu
cette formule, vous la verrez cette année!)

n
n = n k = n 2 PR n
(1+a) —%(k)a —1+an—|—<2)a +--+a" > 1+an.
Deuxiéme méthode. Démontrons par récurrence que pour tout n dans N, la proposition

(I+a)">1+an (Pn)

est vraie.
Initialisation. (1 +a)® =1 > 1, donc l'initialisation est vraie.
Hérédité. Soit n € N tel que P,, est vraie. Alors

(1+a)"™ =1+a)" x(1+a)=(1+an)(1+a),
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par hypothése de récurrence. Mais (1 +an)(1+a) =14+ a+an+a*n =1+a(n+ 1), dou
I’héréditeé.

Conclusion. Héréditaire et vraie au rang 0, la proposition P,, est vraie pour tout n dans
N, d’aprés le principe de récurrence.

_(2n)! 2nx(2n—1) x

cexm+1

2
. Méthode 1 pour la premiére inégalité. Remarquons que ( n) = =
n

nlin! nxn—1)x---

Or,2n—12>22(n—1),2n—2 > 2(n — 2), etc, si bien que
mx(2n—1)x---xn+1 S mx2n—1)x2(n—2)x2(n—(n—-1))
nxn—1)x---x1 = nx(n—1)x1
Méthode 2. (récurrence) Démontrons par récurrence que pour tout n dans N, la pro-
position

=2"

2
e (M) <o (Pa)
est vraie. 0
Initialisation. 0) = 1et 2° <1< 2%%% d’on linitialisation.

Hérédité. Soit n € N tel que P, est vraie. Alors

(2(71 + 1)) o (2n4+2)! (2n+2)(2n41) (Zn)
n+1 ) (m+D(n+1) (n+1)2 n

2n .
Par hypothése de récurrence, 2" < ( ) < 22" Ensuite,
n

2n+2)(2n+1) S 2n+2)(n+1)
(n+1)2 7 (n+1)?

2n+2)2n+1)  (2n+2)2n+2)
(n+1)2 7 (n+1)?

= 27
et

:4:7

2n
n
Conclusion. Héréditaire et vraie au rang 0, la proposition P,, est vraie pour tout n dans
N, d’aprés le principe de récurrence.

d’ou 2" x 2 < ( > < 22" x 4, c’est-a-dire Py 1!

Réponse de lfexercice 55|: On fixe un réel x.

2 3
1. Prouvons que - < stcose < 4.
3 24 coszx
Comme —1 < cos(z) < 1,ona2 < 34cos(z) < 4et 1 < 2+cos(x) < 3 d’ou par décroissance

1
de la fonction inverse, on trouve - < ————
3 7 2+ cos(x)

2 <34 cos(z) <4
zg 3+ cosx <4
3 24 coszx

< 1 et comme tous les termes de I’inégalité

sont positifs, on obtient par produit que

4 34 cosz
. Montrons que - < ———
nbrons qu 3 S 24cosz
On note e3+cosx + 1 et comme ci-dessus, o al< !
nn ue ——— = _— mme Ci- us,ona - < ——
e cosa 2 + cos(x) 3 2+4cos(z)

W~

1 4 3+ cosx
P - <1 — < 2dou |- —— <2
ar SOTme, 5 S + 2+ cosx M3 S 9 cose ©

Réponse de lfexercice 56]:

93
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1. 4In2 9In2 —3In2 %IHQ 3In2

2. 2In2+4+2In3 —In3—2In2 2In3—2In2 In3+11In2
3. 3In5+2In2 —2In5+4+4In2 2In5-2In2 —2In2-2Inb

Réponse de 1: on trouve y = 17 + 12v/2
Réponse de lfexercice 59: A= B =0

Réponse de llexercice 60|:
1 1 1

2.3 9 25

Réponse de llexercice 62]: dans les deux cas, si z est solution de 1’équation considérée, alors

—13 — 273 ot
2

x vérifie 22 4+ 13z — 26 = 0. Ce trinéme admet deux racines réelles : z; =

—13 + V273
——. Or

To = —x1 —5 > 0et —x5 — 5 < 0, donc le premier membre de ces deux

équations n’est pas défini en x5 et x1 est la seule solution possible pour les deux équations. Pour
Tr1 — 61

T+ 7
aucune solution et la seconde en admet une seule, & savoir x;.

Réponse de 1:
3

le second membre, on a : > 0 mais ;7 — 61 < 0 donc la premiére équation n’admet

a=—=- b=-2 ¢c=— d=-17 f=1 g=-1 h=e
2 In2
Réponse de lfexercice 64]:
la fonction est impaire ; lirf fz)=1et lim f(z)=-1
Tr—r+00 r—r—00

Réponse de 1:

7 si x>1

1 si O<z<l1
-1 si —-1<zxz<0
—x° si rz<—1

Réponse de lfexercice 66]:

on trouve : f(x) =

) ¢>2EE sepa] @
2
(3) 5625 502*5 (4)

Réponse de llexercice 67 : la fonction tan est définie sur R\ {g + km; k€ Z}; elle est m-

périodique et impaire, strictement croissante sur | — , de limite —o0 et +00 aux bornes de

273
cet intervalle.

Réponse de lfexercice 68]:
Sy = {kmkeZ}U {% +k:g;k € z}

2%
SQ:{ng;;kGZ}U{—?Jr%w;keZ}
2 4 2 4
ng{g—kkg;kez}u{;—&—k;;kez}

S4:®7T ™
85:{Z+k ,keZ}U{l—+kw;keZ}

o4



T T
&_{gﬁwﬁxez} 5
T T T
87—{24 & kEZ}U{4+5k7r,k€Z
T 2km T 2kw
—_J s 7, o o, 7,
Sg {22+ 11,k€ U 6-‘r 3 ik e
T 2
So = {—|—2k:7rkeZ}U{3 ik € Z}
T T
&07{§+2mnkez {0 keZ}
S ={kmkeZ}
Réponse de llexercice 70| :
51 s 2T
(Sl)x:Zoux:Z(Sg)x:§

Réponse de llexercice 71|:

51 V2 Y V2 51
OSE—T(\/gf].) SIHE—T(\/g+1) tanﬁ—\/ngQ

Réponse de |[Exereice 73

2 2
sin @ _cossa poura%{kjg;kEZ}

sina cos a cosa

Réponse de llexercice 73|:

sinz + cosz = 1 <= sin(z +

Z) = sin ZT;
dbummdmmmsz{%mkeZ}u{§+mmkez}
Pour la seconde équation, on trouve S = {% + 2km; k € Z}

Réponse de lm' Comme Vz € R, cos(2z) = 2 cos?(x)—1, on obtient Va € R, cos?(z) =

2 1
cos(2z) + 1 et donc 2 cos?(7/8) = cos(m/4)+1 = v/2/2+1. Ainsi 4 cos?(/8) = v/242. On résout
cette équation et on trouve deux solutions qui sont \/ 5 \f \/ ,or cos(m/8) =0
done cos(r/8) = |5 + -
onc cos(m/8) = 4/= + —=
2v2’

Réponse de llexercice 75|: [0, 7/3]
Réponse de llexercice 76|: [7/15, 117/15] U [-147 /15, —47 /15]
Réponse de lfexercice 77]:

1. On considére x un réel.

@
g
©
@
(e) | B = —sin(x) — cos(x). |
() | F = cos(x) — sin(x). |
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2. (a) Soit (A) : sin(z) = sin(7 — 3x).

™

L’ensemble des solutions de (A) est {4 + ]%T |k € Z} U{knm |k € Z}.

(b) Soit (B) : sin (2x - g) =sin <3x + g)

5 2k
L’ensemble des solutions de (B) est {—g +2km |k € Z} U {7(; + TW |k e Z}.

(c) Soit (C) : cos(2x) + cos (g) =0.

2 4k 2 4k
L’ensemble des solutions de (C) est {37r + Tﬂ |k e Z} U {; + ?W |k e Z}.

7
(d) Soit (D) : cos(x) = sin (;)
) 5k 5
L’ensemble des solutions de (D) est {QZ + Tﬂ |k € Z} U {I +5km |k € Z}.
2-/3

3. Soit @ un réel vérifiant sin(a) = — 5 et —g <a<0.

Par conséquent, comme cos est une fonction positive sur [—7/2,0], cos(a) est positif et

2—-+3
comme cos®(a) +sin(a) = 1, on a cos(a) = 1/1 — sin?(a) d’oi cos(a) = {/1 — 4\[ soit

2+3
cos(a) =
4
3 2

Réponse de llexercice 78|: a =24+4+7i b=8—-6i c¢c=7 d=1—1 ezﬁ—&-i% f=
-1 V2 -4 —19 12494 841 9 23
3 '3 9T 3 25 S TR T)

1—-2i414z

Réponse de llexercice 79|: Z = 2i+3%; Z = 3—i+2iz; Z = (2+i2)(22—4-3i); Z = g
—bi + 2%
Réponse de 1: e xe™ = (cos(a)+isin(a))(cos(a’)+isin(a’)) = (cos() cos(a’) —

. . , .l ’ . / . / .. n _ ilata’) . _
sin(a) sin(a’)) + i(sin(a) cos(a) 4 sin(a’) cos(a)) = cos(a + ') +isin(a + o) = el ) i
1 , _

= cos(a) — isin(a) = cos(—a) + isin(—a) = e™'* = ei®

cos(a) + isin(a)

Réponse de llexercice 81]:

1 3 S
a=1 b:_§+i§ c=1 d=-1 f=1 g=—-i=¢e"2
1 3 - 2 2 x W =
h=—i j:—f—iizez% k:—£+i£:e’% l=¢e7's m=e¢e7
2 2 2 2
Réponse de lfexercice 83|:
2016 _ i%E
, g3 -1
Réponse de llexercice 85|: j2 = €™ =1; 14 j + j% = = 1 =0
J
14iv3 in 1—1iv3 —in
Z1 = +2“[:6Tet22: ;\f:e?’ donczl—lzjet22—1:j2
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Dot (21 — 1) 4 20" = 72 4 o5 = (7 e F) = (4G4 1) = 0;
et (29 — 1)"F2 4 230t = j2n+d 4 e = G+ e%”) =j?"(j 4+ 4% +1) = 0. Enfin, (1 +
P+ 457 = (=) + (=3)° = =5 = j° = =2
Réponse de lfexercice 86]:
1. On pose z = "% . Calculons 14 z + 22 + 23 + 2%
On note que z # 1 donc par somme de termes d’une suite géométrique, on a 1 + z + 2% +

242t = et comme 2z est une racine 5-éme de l'unité (c’est-a-dire z° = 1), on

z—1
0btient‘1+z+z2+z3+z4:0.‘

2 4 6 8 2m
2. On note 14 cos (;) +cos (;) +cos (;) +cos (;) est la partie réelle de 1—|—el2? +
o4 i

4 e T el = 14 24 22 + 2% + 2* donc d’aprés le résultat de la question 1), on a

1+ cos 2 + cos am + cos bm + cos sm =0
5 5 5 5)

2 2 2
3. (a) On note que 8% =21 — g ce qui donne cos <857r) = cos (;) d’ott cos (;) +

8 27 . 27 o (T 2w
cos )= 2 cos = mais comme cos )= 2 cos (g) —1, on trouve cos = +

00

8w 0 (T
cos <5) =4 cos (3) — 2.
6 4 6 4 4
(b) On note que g =27 — g donc cos (;) = cos ;) et comme g =7 — g,
. 4 T . 47 61
on obtient que cos | — | = —cos (7) De ce fait, on a cos{ — | +cos| — | =
5 5 5 5
T
e ().
cos {

On en déduit que

cos Z—ﬁ + cos 81 —4(3082(1) 2 et cos 4—7T + cos 6—7r = 2c0‘<z>
5 “\5 )~ 5 "\ 5 )7 “\5/

Preuve alternative. On peut répondre & cette question en appliquant la relation cosa +
b —b
cosszcos(a;_ )cos<a2 ).Eneffet, on a

2 2
(a) cos ) tcos 5T = 2 cos(7) cos 3m soit cos | =% | +cos 5T —2cos gl
) ) 5 ) ) )

. 2r 3w 37 2m ) . .
mais comme 7 — =5 on a cos =) =" cos + mais en utilisant la relation
2
cos (L) =2cos? (X)) - 1, on obtient la premiére égalité ;
5 5

4 6
(b) cos <57T) + cos <57r) = 2 cos(7) cos (%) et la deuxiéme égalité en découle.

4. Déterminons la valeur de cos (g)

i ™
On note tout d’abord que 5 est dans {0, 5} donc par décroissance du cos sur cet intervalle,

o7



2 4 6
cos (%) > 0. On sait d’apreés la question 1 que 1+ cos (;) - cos (;) +cos (E:T) *

8
cos (;) = 0. Or, d’aprés la question 3), on a :

2 4 6 8
1+ cos (g) + cos <;) + cos <57r) + cos <;> =1+ 4cos? (g) — 2 —2cos (g)
donc on a : - -
4 cos® (g) — 2cos <g) —1=0.

Ainsi, cos (g) est une solution réelle positive de I’équation 4X2 —2X —1 = 0. Or, les solu-

1-v5 1445 1-5 T 1++5
1 et 1 - Or, 1 < 0 donc cos(g)— YR

Reponse de IM 14 4v/3 = 2¢'5 donc (14 4v/3)™ est un réel positif si et seulement
si €5 est un réel positif, ¢’est-a-dire pour les entiers multiples de 6.

Réponse de 1: a® +b? = |a + )|, donc (a® + b*)(c? + d?) = |a + ib|*|c + id|* =
|(a +ib)(c +id)|* = |(ac — bd) + i(ad + bc)|? et ce dernier nombre est bien une somme de carrés
d’entiers. En revanche 4 = 2% +02 et 2 = 12+ 12 mais on ne peut pas écrire 6 comme une somme
de carrés d’entiers.

Réponse de 1 : 5 —iSe +1 = Sgn+1 d’ou S1 = (—1)”(71 + 1) —let Sy =
1
S0 @n 1)~ 1)

tions de cette équation sont

Réponse de llexercice 90| : L + % =1
a
Réponse de lfexercice 91]:
1. oui, pour t =0
2. non, car on aurait t =0et t = —1
3. oui pour t = —1

1
4. CNSz+2y=5cequidonnet=1—y= 5(1:—3)
5. A(3,1) et 4(2,—1), équation cartésienne x + 2y =5

Réponse de |fexercice 97
1. pas de solution
2. il y a une solution si et seulement si a —3b+7 =0, et dans ce cas t =b — 2

3. condition 2a = b, auquel cast=1+a
Réponse de ljexercice 93: (1) b=3 (2)a—3b+7=0 (3)2a=b
Réponse de lfexercice 94]:

1.2=0,y=3

2. tous les couples (z,y) vérifiant 3z —y =1

3. condition m = 10, auquel cas tous les couples (z,y) vérifiant 2z + 3y = 5,
1 1

4 x= 5(2+m) et y = 5(1—2m)

+5 -7

ty=-—
me y 24+m

3
5. sim;é—2alorsx:2
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Réponse de lfexercice 95: 1) t =0 2) oui t =1 3) non 4) A(0,1,1) et @(2,—1,1)
Réponse de lfexercice 96]:

1. B oui, C non - préciser les valeurs de A et x4 dans le premier cas

2. on ne trouve que m =0
Réponse de lfexercice 97:

1. un plan! passant par A(1,1,0), de vecteur normal 7i(1,2,0) et donc dirigé par @(—2,1,0)
et ©(0,0,1)

2. 7 est colinéaire au vecteur de coordonnées (1,1, —1) Equation cherchée z +y — z = 2
3. A(4,0,0) 4(—2,1,0) et ¥(3,0,1)
Réponse de lfexercice 98]:
1. ils ne sont pas paralléles!
2. x=2,2z=-1
.x=2—-y,z=—-1—y
4. droite passant par A(2,0,—1) et dirigée par le vecteur @(—1,1,—1)

Réponse de llexercice 99]: a)z =1 —2y,y =y,z=—-3y+1b) s =1,y =0,z = 1 ¢) pas de

solutions

1
Réponse de llexercice 100|: 0, Z,O,O,O,O,+oo

1
Réponse de llexercice 101|: -1; 0; -1; 5; 2

1 1
Réponse de llexercice 102[: 0,1, 4+00,1, =, 400, =,0

2 2’
Réponse de | :
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iz 3(@—1)2 b

2
fix 2T —3 Lixz
Ji foram
4 1
iy ——— {1z 6+ —
Iz (1-2) I8 22
, . 3x274x+1 , o 22 —2x—1
tx ey 3 ———— tx
o (x— 2)2 92 (22— +2)2
g/-m»—>7271 g/-m»—>g z
4 Va2 —2x+5 5 5(:1:2—&—1)%
™
g/7:z»—>—2sin(2:c—§) gg 1 — —2cos(2z — =)
gh iz 2cosz(1 — 3sin® x)
in3
—sin®z
hy x> —6sinz(2cosx — 1 hy iy —
! ( ) 2 (1 + cos? x)?
2 5
hy:x :c— h 1 x—
(zsinx + cos x)? 5x — 1
2 1
hy iz — hg :x—
(z—1)(z+1) zlnx
up iz Inz uhy : x> 337
. xr
u}y 1 x — cosxe®™™? ué:x»—)—?m
, . l(l 1) , o 2e2T _ T
up:x—ew(l— = ug T ——————
T x 8 e2r —e% 41
v{:zw% vpiT s —————————
Va(Vz +1) \/mz— T(z+1)2
vh x> cosT vy x e ———
3 V1+sinz(1 —sinz)3/2 4 cos? 2z
Réponse de llexercice 104|:
1 2
x T — T
@1 1) -1
= =2 ! — 1 — 0
T -2 T - T —
(22 4 1)2 (22 4+ 1)3 (2x 4+ 1)%

Réponse de llexercice 105|: z — In |z|
Réponse de llexercice 106]:

A une constante additive prés, on trouve :

fiix—6(z—1)
5
by ——————
f() (2+CC)2
fo iz —32% 4 18z — 26
U
s V2zr — 3
1
G T —————
e (7{E+2)2
g6 : T — 2cos2z cosx — sin 2z sinx

LT

LT

iz — 4dcos’z + cosz —sinz — 2

2z

2 +1
2

20— 7

iz (20— 1)63“7”27“3Jrl

Loz (1+1Inz)e®m®

l+e T 4xe ™

(14+e7)2
T+ —4%
4
T — @1
8
(24 1)5

1 5 7 1
Lo —z' 7= SgM oy 2012 - 2% 4 42 + 142 + 1723 + 922 + 2
17 2 6 3
2. F:zrIn|x|
3. F:x— ——
T
11
4. F:x— —-—
* 2 x2
11
5. F:x— ———
v 323
6. G:z— —In|l— x|
1
7. G:x— —
r—1
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1 1
1 1

1
10. H:x»—>§ln|2x—|—1|

1 1
1. Higry —m
222 +1
1 1
12. H:z— —— ———
T T 2+ 1)2
1 1
13. H:z— ————
T 2+ 1)
Réponse de 1: A une constante additive prés :
5 1 1
a)r — - — Za% — = b)x — %(2332 +1)° c)x— —(z—1)*
x
1
e)xl—>7x —5335—1—953—35 Hr— —=—2Vx g)xl—>§x%+x
x
1
h)x'—)—§COSQ£L' i)z — —sin3z Jj)x— x —tanx
1 . 11
1 1
1 -3 T Br—— 1 -1
n)x»—>1n|:r | 0)x»—>1x2+x+3 p)x nl|zd — 1]
q)r — §e2”“' r)e — iln(f)el +1) $)x (1 + 62”“)%
t)x — —In|cos x| u)x — iezz) V)T 2e
15 21
w)x ?x% Y)T 377 z2)x = —2Ve®
T2
31
a)x — In(1 + e") B)a — —es7 Yz — 5z
x3
1
0z — ———= g)r— In|cosx +sinx
) Troe ) | |
Réponse de llexercice 108|:
L=ln2 I 1(1 ) ‘10 L=2m%
= In = — —_ = — In = n—
! 2Tov Tt 2 ! 55

Réponse de llexercice 109]:
1 2
1. z— (In(z))

2.z ln(|2ln(x)| sur 0, 1] et sur |1, +o00]
3.z (lnl(x_));a
Réponse de lfexercice 110]:
1. F(z) = %(az+ 2)%\/37 1 6
2. F(z) = —In(1 4 cos®(x))
3. f(z) = —cos(In(z))
4. f(z) = ﬁ (27 —277)
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5. f(z) = 2Vtanz
Réponse de lfexercice 111]:
LI =[te —elp=1 ; I =[t%]} -2 =e—2
2. Iy = [tIn(t) —t]3 =2In(2) — 1
e"+1
2

3. I3 = [sin(t)e’ —cos(t)e']f — Iz ; I3=
Réponse de llexercice 112]:
1 T 2
1. R [ef sin(2t) — 2¢’ cos(2t)]§ = 3(1 — &%)
1
2

2. [~z cos(z) + sin(x)]og =

3. K“’j + 31:) In(z) - (2 + 31:>I — 401n(2) — %

4. (=3t +6t—6)e'] =26 +6
Réponse de lfexercice 113|:
1. [zIn(z)sin(x) + cos(x)]] = —1 — cos(1)

In(2)
1 2 1 2 1
2. | Zt2et — Zet = _Z
{2te 5¢ ]O In(2) 5

Réponse de lfexercice 114]:
P cos(a + ) —sin(a+ B) P cos(a — ) —sin(a — fB)
7 \Usin(e+8)  cos(a+ B) 27\ sin(a—pB)  cos(a—B)

Réponse de llexercice 115|:
A(A—I3) = (A — I3)A = 214

1
donc A est inversible d’inverse i(A —I3). Attention, il faut vérifier que I'inverse proposé est bien

inverse de A a droite ET & gauche!

2 0 0
Réponse de llexercice 116(: 40I,; | 0 4 0
0 0 -2

Réponse de llexercice 117|: A? = 0 donc A} = 0 dés que n > 2.

Par récurrence 457 = Ay et AT = A,.
1 0 0
Par récurrence Ay = Az = 1 00
n—1 1 1

Réponse de lfexercice 118|:
1. AM + XM’ ala bonne téte en posant a”’ = Xa + Na’', et b/ = \b + NV
-1 0 1 -1 1 0
2. On pose A = 1 -1 0 et B = 0o -1 1 alors A est exactement
0 1 -1 1 0 -1
I’ensemble des matrices qui s’écrivent comme combinaison linéaire de A et B.
3. A? est obtenue pour a = —2,b = 1, B? est obtenue pour a = 1,b = —2, AB et BA sont
égales et obtenues pour a = b= —1.
Prenons deux matrices de A, M = aA + bB et M’. Alors leur produit s’écrit

MM’ = aa’ A* + ab’ AB + a/bBA + b B
donc MM’ s’écrit comme combinaison linéaire de A et B, donc est dans A.
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4. Si une matrice M de A a son inverse dans A alors I3 appartient & A d’aprés 3), or on ne
peut avoir simultanément a =b=0et —(a+b) =1

Réponse de |fexercice 119]:

1. Non, car la matrice nulle ne peut pas s’écrire sous la forme M (x) puisqu’on ne peut avoir
dlafoisz=0etxz+1=0

2. M(z)M(y) = M(2zy+z +y)

3. On cherche z vérifiant 222 4+ 2z = 1 ce qui donne deux solutions réelles.

4. Si & un certain rang n il existe un réel u,, tel que M"(1) = M (u,,) alors en posant ., =
3u% + 1 on démontre la propriété au rang n + 1 ce qui démontre que la propriété est
héréditaire (on initialise avec ug = 0).

Quant a l'unicité, si M (z) = M(y) alors = y!
Réponse de I[exercice 120

1. PP=P Q°=Q PQ=QP=[0] A=

2. On trouve a = —3 et b = 3 en résolvant un systéme de 9 équations a 2 inconnues, ce qui
rend miraculeux 'existence d’une solution

3. Si vous avez pensé & utiliser la formule du bindéme, avez-vous bien vérifié les hypothéses ?

Réponse de lfexercice 121]: Pour composer un menu, on choisit :
1 entrées parmi 2 entrées possibles - 2 possibilités,

puis 1 plat parmi 3 plats possibles - 3 possibilités,

puis 1 dessert parmi 4 desserts possibles - 4 possibilités :

2 x 3 x 4 = 24 possibilités |

Réponse de llexercice 122]:
1. Un classement est une permutation de ’ensemble des 41 éléves : | 41! possibilités |.

2. On fixe la place de I’éléves NIBUCHIT (1ére place),
puis on choisit la place des 40 éléves restants parmi les 40 places restantes :

IL y a|40! possibilités | (nombre de permutations de ’ensemble des 40 éléves restantes).

3. On choisit la place des 15 éléves jouant au rugby parmi les 16 premiéres places - 15!
possibilités (nombre de permutations de ’ensemble des 15 éléves jouant au rugby),
puis on choisit la place des 26 éléves jouant au foot parmi les 26 places restantes - 26!
possibilités (nombre de permutations de ’ensemble des 26 éléves jouant au foot) :

IL y a | 15!26! possibilites |
Réponse de llexercice 123]: Le nombre de trajets possibles est le nombre de 2-arrangements

dans 'ensemble des n villes : | A2 = n(n — 1)

Réponse de llexercice 124|: Le nombre de poignées de mains échangées est le nombre de

. n
2-combinaisons dans I’ensemble des n personnes : ( )

2
Réponse de llexercice 125]:

1. Un tirage est une 5-combinaison de I’ensemble des 32 cartes : ( 352 ) tirages possibles.

2. L’ensemble des tirages possibles est E = AU B, avec A ensemble des tirages composés de
5 carreaux et B ensemble des tirages composés de 5 piques.

Un élément de A est une 5-combinaison de ’ensemble des 8 carreaux, donc |A| = < i >
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De méme, |B| = ( i )

L’union est disjointe, donc | |E| = |A| + |B| =2 ( i ) !

. Pour composer un tel tirage, on choisit :

2 carreaux parmi les 8 carreaux possibles - ( g > possibilités,

puis 3 piques parmi les 8 piques possibles - ( g > possibilités :

8 8 e
( 9 ) ( 3 ) possibilités

. L’ensemble des tirages possibles est F' = E \ A, avec E lensemble de tous les tirages
possibles, et A I’ensemble des tirages qui n’ont aucun roi.
Un élément de A est une 5-combinaison de I’ensemble des 28 cartes qui ne sont pas des

rois, donc |A| = 258 ,
donc |F| = |E| - |A| = ( i ) _ ( 2 )
. L’ensemble des tirages possibles est £ = A U B, avec A ensemble des tirages qui ne

contiennent aucun roi et B ensemble des tirages qui contiennent exactement un roi.
2 .

|A| = ( 58 > (question 4).

Pour composer un tirage de B :

on choisit 1 roi parmi les 4 rois possibles - 4 possibilités,

28

4 ) possibilités :

puis on choisit 4 cartes parmi les 28 cartes qui ne sont pas des rois - (

n-i(¥)

L’union est disjointe, donc | |E| = |A| + |B| = < 28 ) +4< 28 > .

) 4

. L’ensemble des tirages possibles est ' = AU B, avec A ensemble des tirages qui contiennent
exactement deux rois, dont le roi de pique, et 3 piques et B ensemble des tirages qui
contiennent exactement deux rois qui ne sont pas des piques et 3 piques.
Pour composer un tirage de A :
on pioche le roi de pique - 1 possibilité,
puis on choisit 1 roi parmi les 3 rois restants - 3 possibilités,
; possibilités :
puis on choisit 1 carte parmi les 21 cartes restantes qui ne sont ni des rois ni des piques -
21 possibilités :

7
Al = 21 .
Al=3x21( !
Pour composer un tirage de B :

puis on choisit 2 piques parmi les 7 piques restants -

on choisit 2 rois parmi les 3 rois qui ne sont pas des piques - < g > = 3 possibilités,

puis on choisit 3 cartes parmi les 7 piques qui ne sont pas des rois - ( ; ) possibilités :
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n-s()

L’union est disjointe, donc

E|:|A|+|B|:3x21<;>+3(;>.

Réponse de llexercice 126|:

1. Le nombre d’anagramme est le nombre de permutations des 3 lettres du mot "MOT" :

31=6}

2. Pour former un anagramme du mot "RIGOLO" :

on choisit 2 emplacements pour les 2 "O" parmi les 6 emplacements possibles - ( g >

possibilités,
puis on choisit la place des 4 lettres restantes parmi les 4 emplacements restants - 4! = 24
possibilités :

ilya24 ( g ) anagrammes.

Pour former un anagramme du mot "ANAGRAMME" :

on choisit 3 emplacements pour les 3 "A" parmi les 9 emplacements possibles - < g >
possibilités,

puis on choisit 2 emplacements pour les 2 "M" parmi les 6 emplacements restants - < (25 )
possibilités,

puis on choisit la place des 4 lettres restantes parmi les 4 emplacements restants - 4! = 24
possibilités :

ilya 24( g ) ( g ) anagrammes.

Réponse de lfexercice 127]: P(AUBUC) = P(A) + P(B) + P(C) — P(ANB) — P(ANC) —
P(BNC)+ P(ANBNC(C)

Réponse o |fexercice 128):

1.

4.

(a)

Wl g Ol = & —
&l o

5
22 x 34

Réponse de |fexercice 120]:

1.

2.
1

1

8
L
5
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5
Réponse de llexercice 130: —

63
Réponse de llexercice 131]:

1

17

2. P(N;) = —

(No) = 3
Réponse de llexercice 132|:
16
1. P(NyN NoN N3)=—
(N1 N N2 M N3) 175

2. P(B;) = g

3
3. PBg(Bl N Bg) = ?

Réponse de lfexercice 133|:
1. P(E)=0,01% x 1%+ 99,99% = 0,1%
~0,01% x 99%

2. Pr(M) = =
(M) 0,1098% %
Réponse de llexercice 134]:
1 1
1. P(ANC) = 1 P(A)x P(C) ; P(BNC)= 1= P(B) x P(C)
1 1
2. P(ANBNC) = P(BNC) = #P(4) x P(BNC) =

P(Aﬂ(BUC)):i;AP(A)xP(BUC):

Réponse de llexercice 135|:
1. On remarque que 2023 = 3[10], donc 2023% = 9[10], donc 2023* = 81[10] = 1[10]. Ensuite,
2021 = 4 x 505 4+ 1 donc
20232921 = 2023505+ — (2023%)59 % 2023 = 1 x 3[10).
Le dernier chiffre de I’écriture en base 10 de 2023%°?! est donc 3.
2. Regardons les différentes puissances de 2 modulo 11 :
22 = 4[11], 23 = 8[11], 2* = 5[11], 25 = —1[11]. Donc 2'° = (2°)2 = (—1)?[11]. Ainsi,
2123 — 210><12+3 — (210)12 X 23 = 8[11]
De méme, 2'%' = 2[11]. Ainsi
2128 4 2121 1 1 =842+ 1[11]
= 0[11]

1
8

donc 11 divise 2123 + 2121 4 1.

3. Remarquons que 3> = 9 = 2[7], donc 3*" = 2"[7]. De plus, 3 = —4[7], donc 3*"T! =
32" x 3= 2" x (—2%)[7]. Ainsi, 3*"T! 4+ 2772 = 0[7], donc 7 divise 32" 4 27 F2,

Réponse de llexercice 136]:

1. Développons le second membre :
(a® 4 202 + 2ab)(a® + 2b* — 2ab)
= a* + 2a%b? — 2a%b + 20%a® + 4b* — 2ab® + 2a3b + 2ab® — 4a?b?
= a* 4 4b*.
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2. Soit n € N, n > 2. Déja, si n = 0[4] ou n = 2[4], alors n* 4 4™ est pair, donc non premier.
Sin=1[4], alorsn=4p+1 et
nt A" =pt A x () = (P +2 x4 £ 2xn x 4P)(n? +2 x 4% — 2 x n x 4P),
qui n’est donc pas premier. (aucune des parenthéses n’égale 1)
Sin=3[4] alorsn=4p+3, p €N, et
nt +4" =nt 4+ 4 x (2 x 4P)*,
d’ou le résultat par le méme procédé que précédemment !

Réponse de lfexercice 137]:

1. Remarquons que 2° = 8[7]. Ainsi, 2°" = (2°)" = 1[7].
Donc 23" — 1 = 0[7], donc 7 divise 2°™ — 1.

2. Déja, 2021 = 7 x 288 4 5. Ainsi, 2021 = 5[7]. Donc 2021% = 25[7], i.e. 2021% = 4[7],
2021° = 6[7], i.e. 2021° = —1[7].

Donc 2021°% = 1[7]. On en déduit que, comme 2022 = 6 x 337, 2021222 = (2021°)*37 = 1[7].
Réponse de llexercice 138|:

1. Soit n un entier naturel. Alors n®+5n = n®+6n—n = 6n+n(n*—1) = 6n+n(n—1)(n-+1).
Or, 6n est divisible par 6 et (n — 1)n(n + 1) est le produit de trois entiers consécutifs. Au
moins un des entiers n — 1,n,n + 1 est divisible par 2 et un est divisible par 3. Ainsi, le
produit (n — 1)n(n + 1) est divisible par 6. Donc n® + 5n est divisible par 6.

2. n° —n=n(n*—1)=nm?>-1)(1n>+1) =n(n—1)(n+ 1)(n* + 1). Ainsi, par les mémes
arguments que précédemment, n® —n est divisible par 6. Mais 1° = 1[5], 2° = 2[5], 3° = 3[5],
45 = 4[5] donc, quelle que soit la congruence modulo 5 de n, n® = n[5]. Ainsi, 5 divise aussi

n® —n. Comme 5 et 6 sont premiers entre eux, 5 x 6 = 30 divise aussi n° — n.

Réponse de llexercice 139|:

1. Le pged vaut 15, u = —1, v = 1.

2. Le pged vaut 1, u = —-22, v ="1.

3. Le pged vaut 1, u = —23, v = 24.

4. Le pged vaut 4, u = 52,v = 25.
Réponse de | : Déja, 7 et 12 sont premiers entre eux, et on remarque que —5 X 7+
3x 12 = 1. Soit (z,y) un couple d’entiers relatifs solution. Alors 7Tz 4+ 12y = 1= -5 x 743 x 12,
donc 7(x+5) = (3—y) x 12. Comme 7 et 12 sont premiers entre eux, 7 divise 3—y, i.e. 3—y = 7k,
et 12 divise ¢ + 5, i.e. x + 5 = 12¢, avec k et £ dans Z. Mais alors 7 x 12¢ = 7k x 12, donc k = /.

Ainsi, © = 12k + 5 et y = 3 — Tk. Réciproquement, un couple (z,y) de la forme fonctionne, si
bien que ’ensemble des solutions de ’équation diophantienne est

{(=5+12k,3 = Tk), k € Z}

De meéme, en trouvant une solution particuliére de 7z + 12y = 4 (en multipliant une relation de
Bézout par 4), on obtient que I’ensemble des solutions de ’équation 7x 4+ 12y = 4 est

{(—20 + 12k, 12 — 7k), k € Z}
Réponse de llexercice 141]:
2im 2iknwp 2im

1. Si wy, vérifie la propriété (G) alors il existe p dans N tel que w}, =e™» . Alorse™ » =e™n .

2k 2
™_ T 207, c’est-a~dire que

Donc on dispose de ¢ € Z tel que

n
kp=1+{n,
d’ou le résultat désiré!

2. Par le théoréme de Bézout, on en déduit que k et n sont premiers entre eux.
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3. Si k et n sont premiers entre eux, par le théoréme de Bézout, il existe u et v tels que
uk +vn = 1. Alors

2iukm 2i(l—wvn)m 2w _ 2ivnw 2w

qu‘f:e n = e n = e n e n :en7

donc wy, vérifie la propriété (G).
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